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Proinsalud S.A., en Pasto, quienes permitieron el uso del tomógrafo para avanzar
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Resúmen
Se desarrolló e implementó un algoritmo de reconstrucción de imágenes por to-
mograf́ıa computarizada. Se verificó la influencia del número de proyecciones y el
número de rayos en la calidad de la imágen reconstrúıda y se encontró que es sufi-
ciente reconstruir una imágen de 256× 256 pixeles para obtener una buena calidad
en la reconstrucción sin sacrificar tiempo de cómputo.
Se exploró la Tomograf́ıa Computarizada como una técnica no destructiva para
monitorear el proceso de hidratación del cemento Portland. Para esto se diseñaron
cuatro mezclas de pasta de cemento cada una con diferente relación agua/cemento
(a/c). Mediante análisis cualitativo y cuantitativo se encontró que la Tomograf́ıa
Computarizada es sensible a la composición de las mezclas de pasta de cemento, sin
embargo, el método utilizado no es sensible al proceso de hidratación, por lo cuál,
el proceso de fraguado del cemento se verificó mediante técnicas convencionales em-
pleando el aparato de Vicat y midiendo la temperatura de las muestras a diferentes
tiempos.
Palabras clave: Reconstrucción de imágenes, tomograf́ıa computarizada, hidra-
tación, cemento Portland, tiempo de fraguado.
ii
Abstract
An algorithm for image reconstruction for Computarized Tomography was deve-
loped and implemented. The influence of the number of projections and the number
of rays in the quality of the reconstructed image was verified and was found that is
sufficient reconstruct a 256 × 256 pixels image to get a good quality in the recons-
truction without sacrificing computation time.
This research explores the use of Computarized Tomography as a non destruc-
tive technic to follow the hydration process in Portland cement. For this porpuse
four mixes of cement paste with different water/cement ratio (w/c) were designed.
Through cualitative and cuantitative analysis, a sensibility of Computarized Tomo-
graphy to the composition of cement paste mixes was found, however with the used
method, Computarized Tomography is not sensitive to the hydration process that
was verified by conventional technics using the Vicat apparatus and measuring the
temperature of mixes at differents times.
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Explorar la Tomograf́ıa Computarizada como una técnica no destructiva para
determinar la distribución espacial de poros en la pasta de cemento Portland
y examinar la variación de los resultados durante la fase inicial del proceso de
hidratación del cemento.
Objetivos espećıficos.
Implementar un algoritmo de reconstrucción de imágenes de Tomograf́ıa Compu-
tarizada, entendiendo cuáles son los parámetros más importantes que influyen
en el proceso de reconstrucción.
Elaborar un diseño experimental para monitorear la fase inicial del proceso de
hidratación del cemento Portland por medio de la aplicación de la técnica de
Tomograf́ıa Computarizada, obteniendo un conjunto de imágenes que muestren
la evolución temporal de la distribución de poros en la pasta de cemento.
Comparar los resultados experimentales que se obtengan del proceso de hi-
dratación del cemento Portland por medio de Tomograf́ıa Computarizada con
resultados obtenidos por otras técnicas convencionales, como por ejemplo exa-





Las propiedades de los materiales basados en cemento Portland se determinan,
generalmente, a través de ensayos mecánicos. La mayor parte de éstos son directos
y relativamente fáciles de llevar a cabo, pero desafortunadamente son por lo común
destructivos, en el sentido de que una muestra evaluada con ellos ya no puede usarse
en otras pruebas.
La evaluación de las propiedades de los materiales basados en cemento Portland
de una manera no destructiva (NDT), comprende un conjunto de técnicas que han
venido evolucionando desde hace más de cuatro décadas, y como su nombre lo indi-
ca, no destruyen el objeto o material bajo ensayo y por tanto no afectan su futura
utilidad, dando un excelente balance entre control de calidad y costos.
El campo de este tipo de ensayos es bastante amplio e interdisciplinario y de-
sempeña un papel muy importante en la actualidad. Algunos de estos ensayos, de
amplio uso en el caso de materiales basados en cemento, incluyen: métodos visuales,
ensayos de vibración, ensayos con ultrasonido, métodos electromagnéticos, métodos
eléctricos y de rayos X.
Un ensayo no destructivo se puede escoger por dos razones fundamentales: cuando
una medición f́ısica directa no es adecuada o es costosa, y cuando hay la necesidad
de extender una investigación f́ısica limitada.
Cada una de las diferentes técnicas no destructivas está basada en diferentes prin-
cipios teóricos, y produce como resultado diferentes conjuntos de información rela-
cionados con las propiedades f́ısicas de la muestra. Esas propiedades que se obtienen
de los ensayos deben ser interpretadas en términos de la muestra y sus propiedades
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ingenieriles. Inevitablemente, esta interpretación involucra algún grado de asunción
sobre la muestra y resulta esencial, para este tipo de técnicas, realizar mediciones
de calibración.
Existe un gran interés en la caracterización de materiales basados en cemento
Portland, tales como el hormigón, y los objetivos pueden ir desde la determinación
de caracteŕısticas microestructurales fundamentales, como el tamaño de grano, poro-
sidad y textura, hasta la determinación de propiedades relacionadas con los mecanis-
mos de falla. De esta manera, se han desarrollado métodos que permiten monitorear
el estado mecánico del concreto a edades tempranas, aśı como su transformación de
un estado plástico a un estado sólido. En otras palabras se han desarrollado técnicas
no destructivas que permiten estudiar el proceso de hidratación de materiales basa-
dos en cemento Portland, dentro de las cuales, algunas de las más comunes son los
métodos que emplean ultrasonido.
Las técnicas más comunes que emplean ultrasonido son: eco-impacto, reflexión,
transmisión, tiempo de transito y modulación de frecuencia entre otros. La diferen-
cia entre estas técnicas radica en la propiedad que se mide, en la forma de la onda
ultrasónica empleada (onda cont́ınua o pulsos) y en si se analiza la onda reflejada o
transmitida por el material.
Se puede mencionar como ejemplo un trabajo desarrollado en la Universidad Na-
cional de Colombia donde se empleó un equipo diseñado en el Centro Internacional
de F́ısica, que permite medir parámetros como la velocidad y la enerǵıa transmiti-
da, para relacionar los resultados obtenidos a partir de los ensayos con ultrasonido
con pruebas estándar de determinación de tiempos de fraguado y de resistencia a
compresión[6]. Uno de los resultados fundamentales de este trabajo es que se encon-
tró una muy buena correlación entre las mediciones de velocidad de propagación y
las de resistencia a la penetración con Proctor de acuerdo con el procedimiento es-
tablecido en la norma ASTM C-403, es decir, la prueba de medición de velocidad de
propagación de ondas ultrasónicas puede reemplazar efectivamente la prueba están-
dar de determinación de tiempos de fraguado según la norma ASTM C-403. Además,
partiendo de la relación emṕırica entre el módulo de elasticidad y la resistencia a
la compresión, y basados en la teoŕıa de propagación de ondas, los investigadores
proponen relacionar la velocidad de propagación y la enerǵıa ultrasónica con la resis-




Donde k es un factor que es función de la edad y caracteŕısticas de la mezcla. Se
realizaron ensayos de resistencia a la compresión durante los tres primeros d́ıas luego
de elaboradas las mezclas y fue posible obtener el valor del factor k del modelo para
dos tipos de diseño. Una vez encontrada k se predicen a partir del modelo propuesto,
las resitencias a la compresión de las mezclas elaboradas para 1, 2 y 3 d́ıas de edad,
y se comparan con la prueba estandar de resistencia a la compresión basada en la
norma ASTM C-39. Estos resultados presentan una dispersión del orden de 10%
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con respecto la los valores que se obtienen con la prueba estandar de resistencia a
la compresión.
Por otra parte, hacia los años de 1970 se introdujo en el área de diagnóstico médico
la denominada Tomograf́ıa de Rayos X Asistida por Computador (TAC o simple-
mente TC), que al finalizar esa misma década fue adaptada para su empleo como
una técnica de análisis no destructivo y tridimensional de diferentes materiales, entre
ellos el hormigón. Las aplicaciones de la TC a materiales basados en cemento inclu-
yen la detección de barras de acero de refuerzo en el hormigón [7], caracterización de
agregados [8], exámen del deterioro luego de un ataque por sulfatos e investigaciones
de la hidratación del cemento de aluminato de calcio [9]. Al comienzo de esta aplica-
ción (aproximadamente 1980), con el trabajo de Morgan [10] y sus colaboradores, se
mostró que la TC era prometedora en aplicaciones de control de calidad de concreto
reforzado y de elementos estructurales de acero. Además se pudo demostrar que la
TC se puede aplicar al estudio de la estructura interna del concreto. Más adelante,
hacia 1991, Martz [11] junto con otros investigadores estudiaron la factibilidad de
usar la TC como una herramienta de inspección del concreto reforzado, y el uso de
técnicas de atenuación lineal multienergética para deducir variaciones en la densi-
dad (ρ) y/o en el número atómico (Z) que pueden ser causadas por la variación
del tipo de mezcla de concreto y/o la compactación el concreto en śı misma. Con
estos avances, hacia 1996, Phillips y Lannutti [12], partiendo de que la TC puede
cuantificar las variaciones de densidad de un material, describen el desarrollo de una
metodoloǵıa empleada para expresar los datos obtenidos por TC en términos de la
densidad de masa, esto es, pasar de los números de TC (que son una aproximación
del coeficiente de atenuación lineal) a densidad de masa.
Dentro del amplio rango de métodos no destructivos, pricipalmente el ultrasonido
y los rayos X se caracterizan por ser capaces de investigar la estructura interna de un
objeto. Mientras el ultrasonido tiene ciertas ventajas cuando se desea buscar defec-
tos planos en materiales homogeneos, los rayos X se emplean para detectar defectos
en volúmen incluso en objetos complejos. Esta es la gran ventaja de la Tomogra-
f́ıa Computarizada sobre otras técnicas no destructivas, pues ofrece una inspección
ciento por ciento tridimensional de partes complejas, además de que ha permitido
que se realicen con gran precisión cada vez más mediciones de la geometŕıa espacial
de estructuras internas, y hasta ahora, la TC es la forma no destructiva más efectiva
de hacerlo[13].
La TC es una tecnoloǵıa emergente que promete muchos avances en el futuro, en
particular con el desarrollo cont́ınuo de instrumentos de resolución más alta y de
reconstrucción tridimensional. En las imágenes de materiales basados en cemento y
concreto que se pueden obtener por TC se puede separar la porosidad del resto de
una mezcla de mortero, permitiendo el análisis de la estructura de poros. También se
pueden distinguir los agregados de la pasta de cemento, aunque esto es un poco más
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complicado debido a que las densidades de las dos fases pueden ser muy cercanas.
No obstante, en los trabajos de Garboczi [14], con ayuda de la TC se logra caracte-
rizar la forma tridimensional de los agregados, lo cual desempeña un papel crucial
en la determinación de las propiedades de los materiales compuestos en los cuales
dichos agregados están inmersos, por ejemplo, el concreto de cemento Portland o de
cemento asfaltico.
1.1. La TC en el Estudio de la Hidratación del
Cemento
Es de particular interés, el estudio del mecanismo de hidratación del cemento
por medio de la tomograf́ıa computarizada. En el estado del arte acerca de este
tema, sólo los trabajos de Chotard [9], [15] están dedicados a la implementación de
la TC para el estudio de la hidratación de un tipo particular de cemento: el cemen-
to de aluminato de calcio. Alĺı se introduce una técnica no destructiva basada en
la tomograf́ıa computarizada de rayos X, la cuál ya se ha probado que es adecua-
da para la evaluación de la distribución de densidad y porosidad en compactados
sinterizados[12],[16],[17].
Los cementos de aluminato de calcio comprenden un amplio rango de materia-
les de gran interés no solo en la industria, donde cubren un amplio mercado en la
ingenieŕıa civil y refractaria, sino también para la ciencia de materiales. La gran
diferencia de este tipo de cemento con el cemento Portland radica en que el meca-
nismo de hidratación del cemento de aluminato de calcio se debe precisamente a los
aluminatos, mientras que en el caso del cemento Portland, es más sobresaliente la
hidratación de silicatos.
La TC es apropiada para la inspección de un rango de compuestos, siendo no
invasiva, sin contacto e ilimitada por la complejidad de las superficies internas o
externas que puede evaluar. Además, los sistemas de TC de alta enerǵıa pueden
penetrar objetos de gran tamaño fabricados de una amplia variedad de materiales.
Chotard y sus colaboradores [9], [15], emplearon la TC para monitorear cambios
de densidad en el cemento de aluinato de calcio durante su proceso de hidratación
desde unos pocos minutos hasta unas pocas horas después de la mezcla, midiendo
la transmitancia T a través de la distancia d de la muestra bajo ensayo. T se define





donde I e I0 son la intensidad final e inicial, respectivamente. µ corresponde al
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coeficiente de absorción lineal (en cm−1) y depende de la longitud de onda de la
radiación, la naturaleza del medio absorbente, y está directamente relacionado con
la densidad atómica del material.
La ecuación (1.1) se aplica solamente para rayos X monocromáticos y para un ma-
terial perfectamente homogeneo. Un sistema t́ıpico para aplicaciones médicas o in-
dustriales usa una fuente que emite ondas electromagnéticas policromáticas. Adicio-
nalmente, en este caso, el material ensayado, es decir la pasta de cemento, está lejos
de ser homogeneo. El sistema de TC empleado, se asume que opera sobre elemen-
tos de volúmen lo suficientemente pequeños como para ser considerados homogeneos.
Puesto que la absorción o atenuación (atenuación = 1 − T ) se puede deducir fá-
cilmente de la ecuación (1.1), la recolección de medidas de absorción sobre muchas
vistas permite la reconstrucción matemática de una imágen 2D de la sección trans-
versal. Los valores del coeficiente de absorción se transforman en números de TC




× 1000 (HU) (1.2)
donde µmat y µagua son los coeficientes de absorción lineal (en cm
−1) del material
bajo ensayo y del agua, respectivamente.
Los números TC, en unidades Hounsfield (HU), son representativos de la distancia
media de absorción de los rayos X asociada acada elemento de area de la imágen de
TC. El resultado de este tratamiento computacional es un mapa de coeficientes de
absorción lineal dentro de la sección transversal estudiada.
Para describir las variaciones de absorción como una función del tiempo de fra-
guado sobre una escala local o en volúmen, se determinó una reconstrucción 2D de la
muestra a partir de trozos de 1 mm de espesor. Sobre cada trozo se tomó la variación
del número TC a lo largo de ĺıneas longitudinal y vertical. Finalmente se registra
un histograma de imágenes de TC (distribución de números de TC). La principal
caracteŕıstica es la notable evolución de la escala de grises a medida que aumenta el
tiempo de curado.
La finalidad de la presente investigación se centra en adaptar la técnica de To-
mograf́ıa Computarizada para monitorear el proceso de hidratación del cemento
Portland. Esto incluye el desarrollo de un algoritmo de reconstrucción de imágenes
de TC para comprender el problema de reconstrucción y para intentar relacionar
las caracteŕısticas de la microestructura de la pasta de cemento Portland con algún
momento particular de su proceso de hidratación. La adaptación de ésta técnica pa-
ra obtener imágenes de la hidratación del cemento Portland podrá validar algunos
modelos existentes sobre la misma y, si es posible, proponer alguno nuevo.
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Para el desarrollo de estas investigación se partió del hecho que la Tomograf́ıa
Computarizada es una técnica no destructiva que permite reconstruir la distribución
de poros en la pasta de cemento durante su proceso de hidratación. Esto permitirá
construir un modelo que relaciona la distribución de las fases sólida, ĺıquida y gaseosa
con algún momento determinado del proceso de hidratación del cemento Portland.
Se sabe además que la aplicación de la técnica de Tomograf́ıa Computarizada para
monitorear el proceso de hidratación del cemento Portland es un tema realmente
nuevo; no se tiene conocimiento de antecedentes relacionados con el tema que se
hayan desarrollado en Colombia. Por esta razón, esta investigación es de carácter
exploratorio, y conducirá a averiguar los alcances y limitaciones de la TC en este
campo, junto con los factores que influyen de manera significativa en la exploración
ideal del proceso de hidratación del cemento Portland.
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CAṔITULO 2
Generalidades del Cemento Portland y su Mecanismo de
Hidratación
En términos generales, un cemento se define como un material con propiedades
adhesivas y cohesivas que le dan la capacidad de unir fragmentos sólidos para formar
un material resistente y durable, como por ejemplo el concreto. [18]
Esta definición incluye gran cantidad de materiales cementantes, dentro de los
cuáles se encuentran los cementos hidráulicos; llamados aśı porque tienen la pecu-
liaridad de desarrollar sus propiedades (fraguado y endurecimiento) al reaccionar
qúımicamente con el agua. El cemento hidráulico más usado como aglomerante en
la fabricación del hormigón es el cemento Portland, el cuál constituye entre el 7 %
y el 15 % del volúmen total del hormigón; es el componente activo de la mezcla y
por lo tanto influye en todas sus caracteŕısticas. Aunque el cemento hidráulico es el
más costoso por unidad de peso, comparado con otros materiales manufacturados,
es poco costoso si se tiene en cuenta la tecnoloǵıa utilizada en su elaboración y el
elevado grado de control que requiere.
2.1. Componentes del Cemento Portland
El cemento Portland está compuesto principalmente por: cal (CaO), śılice (SiO2),
alúmina (Al2O3) y óxido de hierro (Fe2O3). Además de estos materiales, el cemento
Portland contiene pequeñas cantidades de óxido de magnesio, álcalis y anh́ıdrido
sulfúrico. En un cemento t́ıpico y de buena calidad, sus constituyentes deben estar
dentro de los ĺımites indicados en la tabla 2.1[18].
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Compuesto Śımbolo Ĺımites
Qúımico aproximados (%)
Cal CaO 60,0− 67,0
Śılice SiO2 17,0− 25,0
Alúmina Al2O3 3,0− 8,0
Oxido de Hierro Fe2O3 0,5− 6,0
Oxido de Magnesio MgO 0,1− 7,0
Alcalis 0,1− 1,3
Anh́ıdrido Sulfúrico SO3 1,0− 3,5
Tabla 2.1: Rango de cantidad aproximada de los constituyentes del Cemento
Portland.[18]
Nombre Śımbolo Abreviatura
Silicato Tricálcico Ca3SiO5 ó 3CaO · SiO2 C3S
Silicato Dicálcico Ca2SiO4 ó 2CaO · SiO2 C2S
Aluminato Tricálcico Ca3Al2O6 ó 3CaO · Al2O3 C3A
Ferroaluminato Tetracálcico Ca4Al2Fe10 ó 4CaO · Al2O3 · Fe2O3 C4AF
Ferrito Dicálcico 2CaO · Fe2O3 C2F
Tabla 2.2: Componentes del clinker del Cemento Portland.[19]
Durante el proceso de fabricación del cemento Portland las materias primas in-
teraccionan en un horno rotatorio a temperaturas de 1400 a 1650 oC hasta alcanzar
un estado de equilibrio qúımico para formar una serie de productos más complejos.
Dichos productos forman el clinker del cemento y se mencionan en la tabla 2.2.
En un clinker comercial estos componentes no existen en una forma pura. La fase
3CaO · SiO2 es una solución sólida que contiene Mg y Al y es llamada alita. En
el clinker, ésta fase consiste de formas monocĺınicas o trigonales, mientras que el
3CaO · SiO2 sinterizado es tricĺınico. La fase 2CaO · SiO2 ocurre en la forma β,
denominada belita, y contiene, en adición al Al y Mg, algo de K2O. Se conocen
cuatro formas del C2S, α, α
′, β y γ, aunque en el clinker sólo existe la forma β con
una celda unitaria monocĺınica. La fase de ferrita, C4AF , es una solución sólida de
composición variable desde C2F hasta C6A2F . Los componentes potenciales de este
compuesto son C2F , C6AF2, C4AF y C6A2F . En algunos clinker también se pueden
formar pequeñas cantidades de aluminato de calcio de fórmula NC8A3.
La ASTM (American Society of Testing Materials), en la norma C-150 reconoce
cinco tipos principales de cemento Portland. Estos se utilizan para diferentes pro-
pósitos y son: Tipo I, cuando no se requiere de propiedades especiales; Tipo II, con
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Tipo Designación Porcentaje de Composición
ASTM ASTM C3S C2S C3A C4AF
I De uso general o normal 50 24 11 8
II De moderada protección a los sulfatos, 42 33 5 13
moderado calor de hidratación.
III Alta resistencia inicial 60 13 9 8
IV Baja generación de calor 26 50 5 12
V Alta resistencia a los sulfatos 40 40 4 9
Tabla 2.3: Composiciones T́ıpicas de los Cementos Portland de acuerdo con ASTM
C-150.[20]
moderada resistencia a sulfatos o moderado calor de hidratación; Tipo III, de re-
sistencia temprana alta; Tipo IV, de bajo calor de hidratación; y Tipo V, de alta
resistencia al ataque de sulfatos. La composición general de estos cementos se mues-
tra en la tabla 2.3. Los porcentajes de las composiciones en la tabla 2.3 no suman
100 % porque hay otras impurezas que están presentes, principalmente MgO y com-
puestos de azufre.[20].
Las caracteŕısticas más sobresalientes de los cuatro componentes principales del
cemento Portland, al reaccionar qúımicamente con el agua, son las siguientes:
C3S: Se vuelve gelatinoso en pocas horas generando una cantidad considerable
de calor. Se hidrata más rápidamente que el C2S y es el principal responsable de
la temprana resistencia del cemento Portland. La mayor parte de la hidratación
del silicato tricálcico acontece en dos d́ıas, y los cementos de que desarrollan
temprana resistencia contienen gran cantidad de silicato tricálcico.
C2S: Se forma por una reacción de hidratación lenta con baja generación de
calor. Es el principal responsable del incremento de la resistencia del cemento
al cabo de una semana.
C3A: Se hidrata rápidamente con una alta generación de calor. Contribuye
ligeramente a la resistencia prematura del cemento (primeras 24 horas) y es el
menos estable de los cuatro principales componentes del cemento. Además, se
mantiene en un nivel bajo en los cementos reistentes al ataque por sulfatos.
C4AF : Contribuye poco a la resistencia, se agrega para disminuir la tempera-
tura de procesamiento del cemento.
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2.2. Hidratación de los Componentes Individuales
del Cemento Portland
La hidratación es una reación qúımica en la que se agrega agua a un compuesto
para producir un nuevo compuesto denominado hidrato. Las reacciones qúımicas
que describen la hidratación del cemento Portland son complejas y son las respon-
sables de su fraguado y endurecimiento. Para comprender los procesos qúımicos que
determinan el fraguado del cemento, es necesario estudiar la hidratación de cada
uno de sus componentes por separado.
2.2.1. Silicato Tricálcico
El silicato tricálcico y el silicato dicálcico, juntos, forman entre el 75 % y el 85 %
del cemento portland. Estos dos componentes tienen casi el mismo proceso de hi-
dratación. Sólo se distinguen por la cantidad de hidróxido de calcio (Ca(OH)2) que
se forma y por la cantidad de calor de hidratación generado durante las reacciones.
La reacción del C3S con el agua se representa como sigue:
Silicato Tricálcico+Agua→ Silicato de calcio hidratado+Hidroxido de calcio+calor
2Ca3SiO5 + 7H2O → 3CaO · 2SiO2 · 4H2O + 3Ca(OH)2 + 173,6kJ (2.1)
La anterior ecuación qúımica es algo aproximada porque no es fácil determinar la
composición de C − S − H (las relaciones C/S y S/H), además que puede variar
en un intervalo bien amplio. El C − S − H es un material pobremente cristalino
de composición variable (geliforme), que forma part́ıculas muy pequeñas (menos de
1 µm en cualquier dimensión) que producen sólo dos picos difusos muy débiles al
utilizar la técnica de difracción de rayos X (XRD)[2].
A pesar de la gran cantidad de investigación realizada, aún el mecanismo de
hidratación del C3S, la mayor fase del cemento, no es claro. Cualquier mecanismo
propuesto para explicar el comportamiento hidratante del C3S debe tener en cuenta
los siguientes pasos a través de los cuales evoluciona la hidratación. Los cinco pasos se
pueden comprender a partir de estudios de calorimetŕıa de conducción isotérmica[1].
(Figura 2.1)
En la etapa I, apenas el C3S hace contacto con el agua hay un rápido incremen-
to del calor, el cual cesa dentro de los 15 − 20 minutos siguientes. Esta etapa se
denomina periodo de preinducción. En la etapa II la velocidad de reacción es muy
lenta. Esta etapa se conoce como periodo durmiente, periodo inactivo o periodo de
inducción, y puede extenderse hasta unas pocas horas. En esta estapa, el cemento
permanece en estado plástico y es trabajable. En la etapa III, la reacción ocurre
activamente y acelera con el tiempo, alcanzando su máxima velocidad al final de
este periodo de aceleración. En la etapa III inicia el crecimiento de los productos
permanentes de hidratación. El fraguado inicial ocurre cerca del tiempo para el cual
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Figura 2.1: Velocidad de desarrollo de calor durante la hidratación del silicato tri-
cálcico y del cemento portland.[1]
la velocidad de reacción comienza a ser vigorosa. El fraguado final ocurre antes del
final de la tercera etapa. En la etapa IV, hay una desaceleración lenta, continúa el
crecimiento de los productos de hidratación y el desarrollo de la microestructura.
En la etapa V hay una densificción gradual de la microestructura y la reacción es
controlada por difusión[21],[2].
Hay varias teoŕıas que han sido propuestas para ajustarse más a las observaciones.
Aunque parecen ser teoŕıas separadas, tienen muchas caracteŕısicas en común[22].
2.2.2. Silicato Dicálcico
La hidratación del C2S procede de manera similar a la del C3S, pero es mucho
más lenta. Como la cantidad de calor liberado por el C2S es muy baja comparada
con la del C3S, la curva de conducción calorimétrica no muestra picos bien definidos.
La reacción del C2S y el agua ha sido mucho menos estudiada que la que involucra
al C3S. Al igual que con el proceso de hidratación del C3S, hay incertidumbres
que tienen que ver con la determinación de la estequiometŕıa de la fase C − S −H
encontrada en la hidratación del C2S[2]. La hidratación de la fase silicato dicálcico
se puede representar por la siguiente ecuación:
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Figura 2.2: Velocidades relativas de hidratación de 3CaO · SiO2 y 2CaO · SiO2.[2]
Silicato Dicálcico+Agua→ Silicato de calcio hidratado+Hidroxido de calcio+calor
2Ca2SiO4 + 5H2O → 3CaO · 2SiO2 · 4H2O + Ca(OH)2 + 58,6kJ (2.2)
La figura 2.2 compara las velocidades de hidratación del C3S y C2S. Las velo-
cidades absolutas difieren de una muestra a otra; por ejemplo, el C3S es mucho
más reactivo que el C2S. Se han ofrecido muchas explicaciones para interpretar el
incremento de reactividad del C3S. Las explicaciones propuestas incluyen: que el
número de coordinación del Ca es mayor que 6, existen huecos en la red cristalina y
posiblemente, las estructuras del C3S y del C2S son tales que algunos iones de Ca
2+
son relativamente más reactivos debido a las imperfecciones estructurales[23].
2.2.3. Aluminato Tricálcico
Aunque el contenido promedio de C3A en el cemento portland es de alrededor de
4 − 11 %, esto influye significativamente en las reacciones iniciales. El fenómeno de
flash set (o falso fraguado), o sea la formación de varios hidratos de aluminato de
calcio y de carbo y sulfoaluminatos de calcio, involucra reacciones del C3A. Grandes
cantidades de C3A en el cemento Portland pueden provocar problemas de durabili-
dad. Por ejemplo, un cemento expuesto a soluciones con sulfato no puede contener
más de un 5 % de C3A[2],[24].
El aluminato tricálcico reacciona con el agua para formar C2AH8 y C4AH13 (fases
hexagonales). Esos productos son termodinámicamente inestables tales que sin esta-
bilizadores se pueden convertir en una fase de C3AH6 (fase cúbica). Las ecuaciones
relevantes de estas reacciones son:
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2C3A+ 21H → C4AH13 + C2AH8 (2.3)
C4H13 + C2AH8 → 2C3AH6 + 9H (2.4)
En soluciones Ca(OH)2 saturadas, el C2AH8 reacciona con el Ca(OH)2 para
formar C4AH13 o C3AH6, dependiendo de la condición de formación[25],[26]. La
forma cúbica (C3AH6) también se puede formar directamente hidratando C3A a
temperaturas de 80oC o superiores,
C3A+ 6H → C3AH6 (2.5)
Las pastas de C3A exhiben resistencias más bajas que las fases de silicatos bajo
condiciones normales de hidratación. Esto se atribuye a la formación de la fase cú-
bica. Bajo ciertas condiciones de hidratación del C3A, es decir, a bajas relaciones
agua/sólido y altas temperaturas, la formación directa de C3AH6 (que conduce a la
formación directa de enlaces entre las part́ıculas) puede mejorar sustancialmente la
resistencia del cuerpo[2].
En el cemento portland, la hidratación de la fase de C3A es controlada por la
adición de yeso. Con esto se evita el falso fraguado[2]. La fase de C3A reacciona
con el yeso para formar en pocos minutos etringita (trisulfoaluminato de calcio
hidratado, o de forma abreviada TSA) de acuerdo con la reacción:
C3A+ 3CSH2 + 26H → C3A · 3CSH32 (2.6)
Después de que todo el yeso se convierte en etringita, el exceso de C3A reaccionará
con la etringita para formar un nuevo compuesto, el monosulfoaluminato de calcio
hidratado (MSA), según la reacción:
C3A · 3CSH32 + 2C3A+ 4H → 3[C3A · CSH12] (2.7)
El yeso es un retardante más efectivo que la cal para la hidratación del C3A y juntos
pueden ser aún más efectivos que cada uno por separado. La explicación común para
el efecto retardante de la hidratación del C3A por el yeso es que la formación de
granos finos de etringita sobre el C3A retarda la hidratación. Esta capa se engrosa,
se abre y se reforma durante el periodo de inducción. Cuando todo el sulfato se con-
sume, la etringita reacciona con el C3A con la formación de monosulfoaluminatode
calcio hidratado. Esta conversión puede ocurrir en los cementos dentro de las 12−36
horas con un pico exotérmico. También se ha sugerido que la etringita puede o no,
por śı misma, tener influencia en el periodo de inducción y que la absorción de iones
de sulfato sobre los C3A cargados positivamente retarda la hidratación[2],[27],[28].
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2.2.4. La Fase Ferŕıtica
La fase de ferrita constituye entre 8− 13 % de un cemento portland promedio. En
el cemento portland, la fase de ferrita puede tener una composición variable que se
puede expresar como C2(AnF1−n), donde 0 < n < 0,7.
Se sabe que la fase C4AF produce la misma secuencia de productos que el C3A, sin
embargo, las reacciones son más lentas[2]. En presencia de agua, el C4AF reacciona
de acuerdo con:
C4AF + 16H → 2C2(A,F )H8 (2.8)
C4AF + 16H → C4(A,F )H13 + (A,F )H3 (2.9)
En la reacción del C4AF se forman hidróxidos amorfos de Fe y Al. El producto
termodinámicamente estable es C3(A,F )H6 y este es el producto de conversión de
los hidratos hexagonales. Rara vez, la formación de esos hidratos produce falso fra-
guado en cementos y además el yeso retarda la hidratación de C4AF mucho más. La
velocidad de hidratación depende de la composición de la fase de ferrita; si contiene
grandes cantidades de Fe las velocidades de hidratación son bajas. La reacción del
C4AF con el yeso sucede como sigue:[29].
3C4AF + 12CSH2 + 110H → 4[C6(A,F )SH32] + 2(A,F )H3 (2.10)
Las ecuaciones anteriores involucran la formación de hidróxidos de Al y Fe debido
a la insuficiente cal en el C4AF . En esos productos, F se puede sustituir por A. La
relación entre A y F necesaria no es la misma que en el material inicial. Aunque
los cementos altos en C3A son propensos al ataque de sulfatos, los que son altos
en C4AF no. En los cementos de alto contenido de C4AF , la etringita no se puede
formar a partir del monosulfoaluminato, posiblemente debido a la sustitución del
hierro en el monosulfato. También es posible que el (A,F )3 amorfo prevenga tal
reacción [2].
2.3. Hidratación del Cemento Portland
Aunque los estudios de la hidratación de los compuestos individuales de cemento
Portland son útiles para seguir su proceso de hidratación en śı mismo, no se pueden
aplicar directamente debido a las complejas interacciones entre ellos.
En el cemento portland, los compuestos no existen en forma pura, son soluciones
sólidas que contienen Al, Mg, Na, etc. La velocidad de hidratación de los silicatos
de calcio (alita) conteniendo diferentes cantidades de Al, Mg o Fe, ha mostrado
que, al mismo grado de hidratación, la Fe-alita tiene la resistencia más alta. Hay
evidencias de que el C − S −H formado en diferentes alitas no es el mismo[30]. La
hidratación del C3A, C4AF , y C2S en el cemento se ve afectada por los cambios en
las cantidades de Ca2+ y de OH− en la solución hidratante. La reactividad del C4AF
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puede estar influenciada por la cantidad de iones SO2−4 consumidos por el C3A. Al-
gunos iones SO2−4 pueden ser agotados porque comienzan a ser absorbidos por la
fase C −S−H. También, como se mencionó en la sección anterior, el yeso afecta la
velocidad de hidratación de los silicatos de calcio. Cantidades significativas de Al y
de Fe son incorporadas en la estructura del C−S−H. La presencia de álcalis en el
cemento portland también tiene influencia en la hidratación de cada una de las fases.
Como regla general, la velocidad de hidratación en los primeros d́ıas de los com-
ponentes del cemento, en el cemento procede en el siguiente orden C3A > C3S >
C4AF > C2S. La velocidad de hidratación de los componentes depende del tama-
ño del cristal, imperfecciones, tamaño de las part́ıculas, distribución del tamaño de
las part́ıculas, velocidad de enfriamiento, area superficial, presencia de agregados, la
temperatura, etc.[2].
En un cemento portland hidratado maduro, los productos formados son un gel
de C − S − H, Ca(OH)2, etringita (fases AFt), monosulfato (fases AFm), fases
de ferrita y C3A hidratados (fases hidrogranates), y posiblemente fases amorfas con
alto contenido de iones Al3+ y SO4.
Recientes investigaciones han mostrado que en el cemento de C3S y en el ce-
mento portland, el monomero presente en los compuestos C3S y C2S polimeriza
para formar dimeros y grandes iones de silicatos como resultado de su progreso en
la hidratación[2]. El contenido de poĺımero que contiene cuatro o más átomos de
Si aumenta a medida que avanza la hidratación y la cantidad de dimeros dismi-
nuye. En las pastas de C3S la desaparición del monómero conduce a la formación
de poĺımeros. En las pastas de cemento portland, aún después de la desaparición
de todo el C3S y el C2S, se puede detectar algún monómero posiblemente debido
a la modificación de la estructura de anión del C − S − H por la sustitución de
algunos átomos de Si por Al, Fe o S. Los agregados pueden influenciar la veloci-
dad a la cual sucede la polimerización en el cemento Portland y en las pastas de C3S.
En un cemento Portland completamete hidratado, el Ca(OH)2 constituye cerca
del 20−25 % del contenido sólido. Los cristales son aplanados o prismáticos, se rom-
pen con facilidad y pueden crecer entre el C − S − H. El Ca(OH)2 muestra picos
agudos en un espectro de XRD, muestra picos endotérmicos en un análisis térmico
diferencial (DTA) y pérdidas de peso en un análisis de termogravimetŕıa (TGA). La
morfoloǵıa del Ca(OH)2 puede variar y tomar forma de cristales equidimensionales,
cristales largos y aplanados, cristales largos delgados y elongados, o una combina-
ción de ellos. Algunos agregados y la temperatura de hidratación pueden modificar
la morfoloǵıa del Ca(OH)2. De acuerdo con algunos investigadores, el Ca(OH)2
amorfo y el cristalino se forman en el cemento Portland[2].
El grupo de la etringita, también llamado las fase AFt en la pasta de cemento
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portland (significa Al−Fe−tri (tri= tres moles de CS) de fórmula C3A·3CS ·H32 en
la cual el Al se puede reemplazar por Fe hasta cierta parte) se forma en las primeras
horas (desde el C3A y del C4AF ) y desempeña un papel en el fraguado. Después de
unos pocos d́ıas de hidratación solamente una pequeña cantidad de esta fase perma-
nece en la pasta de cemento. Las principales sustituciones que existen en la fase AFt
son Fe3+ y Si4+ por Al3+ y varios aniones tales como el OH−, CO2−3 , y silicatos
por el SO2−4 [2]. El grupo del monosulfato, también conocido como la fase AFm (se
representa por la fórmula C4ASH12 o C3A ·CS ·H12 y significa Al−Fe−mono, en el
cual está presente una mol de C), en el cemento Portland, se forma después de que
la fase AFt desaparece. Esta fase puede constituir cerca del 10 % de la fase sólida en
una pasta de cemento madura. Las principales sustituciones iónicas en la fase AFm
son Fe3+ por Al3+, y OH−, CO2−3 , Cl
−, etc., por el SO2−4 . La densidad de esta fase
es 2,02 g/ml. La cantidad de hidrogranate cristalino presente en la pasta de cemento
es menor que 3 % [31]. Este es de tipo Ca3Al2(OH)12 en el cual parte del Al
3+ se
reemplaza por Fe3+ y el 4OH por SiO4−4 (es decir C3(A0,5F0,5)SH4). Este puede
estar presente en pequeñas cantidades en las pastas de cemento maduras y también
se forma a altas temperaturas. La estructura cristalina de esta fase está relacionada
con el C3AS3 (granate). La densidad del C6AFS2H8 es 3,042 g/ml. El hidrogranate
se descompone por el CO2 formando CaCO3 como producto [32].
El mecanismo descrito para los componentes del cemento puro constituye la base
para el estudio del mecanismo de hidratación del cemento Portland. Las curvas de
conducción calorimétrica del C3S y del cemento Portland son similares excepto que la
del cemento Portland puede mostrar un tercer pico por la formación del monosulfato
hidratado. La influencia detallada del C3A y del C4AF sobre la hidratación del C3S
y el C2S en el cemento es aún un tópico de investigación.
2.4. La Pasta de Cemento
2.4.1. Fraguado
Los tiempos de rigidización de la pasta de cemento o de mortero se determinan
por los tiempos de fraguado. Las caracteŕısticas del fraguado se consideran en dos
etapas: fraguado inicial y fraguado final. En el tiempo de fraguado inicial de la pasta
de cemento portland la hidratación del C3S apenas comienza. El fraguado final se
caracteriza porque la pasta deja de ser deformable ante cargas relativamente peque-
ñas, con el cemento portland aún más hidratado. Algunos investigadores sugieren
que la recristalización de la etringita es el factor que más contribuye al fraguado
inicial [2]. El fraguado final generalmente ocurre antes de que la pasta muestre la
máxima velocidad de generación de calor, es decir antes de la tercera etapa en la
curva de conducción calorimétrica.
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Cuando la rigidización ocurre debido a la presencia de yeso parcialmente deshi-
dratado se observa un falso fraguado. Este también pude ser causado por la excesiva
formación de etringita especialmente cuando se agregan algunos retardantes a la
pasta de cemento. Los tiempos de fraguado se pueden determinar por el Aparato de
Vicat (ASTM 191 o NTC-118) o por el método de Gillmore (ASTM-C 266).
2.4.2. Microestructura
Muchas de las propiedades de la pasta de cemento Portland se determinan por su
naturaleza qúımica y su microestructura. La microestructura constituye la naturale-
za del cuerpo sólido mientras que la porción no sólida la constituye la estructura de
poros [2]. Las caracteŕısticas microestructurales dependen de muchos factores, tales
como la naturaleza f́ısica y qúımica de la pasta de cemento, la temperatura y el
periodo de hidratación, y su relación agua/cemento (a/c) inicial. El estudio de la
fase sólida incluye el exámen de la morfoloǵıa (forma y tamaño), los enlaces de las
superficies, densidad y area superficial. En el estudio de la fase no sólida se requie-
re analizar la porosidad, forma de los poros, y distribución del tamaño de poros.
Muchas de las propiedades son interdependientes y una sola no puede explicar ade-
cuadamente las caracteŕısticas fisico-qúımicas de la pasta de cemento portland.
Un estudio de la morfoloǵıa de la pasta de cemento incluye la observación de la
forma y tamaño de las part́ıculas individuales, particularmente a través de la alta
resolución de los microscopios electrónicos. Las técnicas más poderosas que se han
empleado con este propósito son la Microscoṕıa Electrónica de Transmisión (TEM),
la Microscoṕıa Electrónica de Barrido (SEM) y la Microscoṕıa electrónica de barrido
y transmisión (STEM).
Se han hecho intentos para explicar la resistencia de la pasta de cemento a par-
tir de estudios morfológicos[33], pero se han encontrado muchas excepciones. Se ha
empezado a reconocer que la comparación de los resultados micromorfológicos obte-
nidos por diferentes investigadores tiene una limitación inherente debida al pequeño
número de micrograf́ıas normalmente publicadas y al pequeño tamaño del área de
esas micrograf́ıas, la cual no puede ser representativa de la estructura. Algunas veces,
las micrograf́ıas son seleccionadas para incluirlas porque muestran una morfoloǵıa
bien definida. Adicionalmente, lo que para alguien puede ser una estructura repre-
sentativa no puede ser para otra persona. Otro problema es la interpretación errónea
de una morfoloǵıa paticular.
Se han hecho algunos intentos para estimar las fases cuantitativamente. Hay limi-
taciones inherentes en esas estimaciones debido a que una fractura atraviesa preferen-
cialmente las fases más débiles y por lo tanto estas fases pueden ser sobre-estimadas.
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La Fase de Silicato de Calcio Hidratado
La fase C − S − H es la mayor fase presente en el cemento Portland y en el ce-
mento de silicato tricálcico. Los principales productos de hidratación en el cemento
Portland o en el C3S se puden describir de la siguiente manera [34]. Los productos
iniciales en la hidratación del C3S consisten en ojuelas y laminitas, mientras que
en el cemento Portland se observa un recubrimiento gelatinoso o una membrana de
composición AFt. Los productos del C3S de unos pocos d́ıas de edad consisten en
fibras de C − S − H y hojas parcialmente arrugadas, mientras que en el cemento
Portland se han observado hojas parcialmente arrugadas, redes reticulares, varillas
y tubos de AFt. Para las etapas más avanzadas de la hidratación se ha observado
en el C3S una estructura densa y motosa de C−S−H, mientras que en el cemento
Portland se observa una estructura compacta de granos y algunas placas de la fase
AFm.
La morfoloǵıa de las part́ıculas del gel de C − S −H se ha clasificado en cuatro
tipos descritos por Diamond[21]. Las del tipo I, formadas por particulas elongadas o
fibrosas ocurren a edades tempranas. Estas part́ıculas también pueden ser descritas
como acirculares, prismáticas, tubulares, o por otras descripciones. Ellas tienen unos
pocos micrómetros de longitud. Las del tipo II se describen como reticulares o con es-
tructura tipo panal y se forman junto con las del tipo I. Esto no ocurre normalmente
en las pastas de C3S o de C2S a menos que sean formadas en presencia de agregados.
Adicionalmente, en las pastas de cemento endurecido la microestructura puede ser
no descriptiva y consistir de part́ıculas aplanadas (por debajo de 1000 amstrong en
su dimensión más grande) y tal caracteŕıstica de su morfoloǵıa se describe como el
tipo III. Las del tipo IV, producto tard́ıo de la hidratación, son compactas, tiene
una apariencia agujereada, y se cree que se forma en los espacios originalmente ocu-
pados por granos de cemento. Esta caracteŕıstica también se encuentra en las pastas
de C3S. Esta descripción no es exclusiva puesto que también se han descrito otras
formas.
2.4.3. Formación de Enlaces
Los materiales cementantes tales como el yeso, el cemento Portland y el cemento
de alúmina forman cuerpos porosos y la explicación para sus propiedades mecánicas
debe tener en cuenta la naturaleza de los espacios vaćıos y de la porción sólida. Si la
parte sólida determina la resistencia, entonces, muchos factores deben considerarse
incluyendo la velocidad de disolución y la solubilidad del cemento, el papel de su
nucleación y crecimiento, la naturaleza f́ısica y qúımica de sus productos, la enerǵıa
de los enlaces superficiales e interfaciales.
La fase C − S − H es el principal agente enlazante en el cemento Portland. La
estructura exacta del C − S −H no se puede determinar facilmente. Considerando
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Figura 2.3: Estructura sugerida del C−S−H ilustrando enlaces entre varias láminas
y la polimerización de los iones silicato.[2]
las muchas formas en las que los átomos e iones se pueden enlazar a otros en esta
fase, se puede construir un modelo. La figura 2.3 muestra unas formas posibles en
las que el grupo siloexano, las moléculas de agua, y los iones de calcio, pueden con-
tribuir a los enlaces que atraviezan las superficies o en las posiciones inter-capas del
material CS − H pobremente cristalizado [33]. En esta estructura las esquinas va-
cantes del tetraedro de śılice pueden estar asociadas con cationes tales como el Ca++.
La técnica de compactación en fŕıo y la recompactación del cemento hidratado a
varios cientos de MPa de presión ha mostrado que enlaces similares se pueden formar
en este proceso como en un proceso normal de hidratación [35],[36]. Bajo ciertas
condiciones se ha observado que el humedecimiento mejora la elasticidad del cuerpo.
Esto se puede explicar por el agua que entra en las posiciones inter-capas y compensa
cualquier decrecimiento en el módulo de Young cuando las capas de C − S −H se
tratan de separar. Esto hace énfasis en el papel de puente que desempeña el agua.
Este tipo de enlace implica que los enlaces entre las part́ıculas que se originan a
partir de nucleos separados durante la hidratación pueden ser similares a los enlaces
dentro de las part́ıculas. Las pastas de cemento hechas con bajas relaciones a/c se
pueden considerar como una masa cont́ınua alrededor de poros. Entonces, el área de
contacto puede ser un factor cŕıtico determinante de las propiedades mecánicas.
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2.4.4. Densidad y Estructura de Poros
El valor de la densidad citado en la literatura para un material dado se acepta
pero con muchos interrogantes debido a que simplemente depende de la masa y el
volúmen a una temperatura dada; y para el cemento Portland no es la excepción.
La asignación precisa de la densidad es uno de los factores más importantes en la
determinación de la porosidad, asignación de durabilidad y resistencia, y estimación
de las constantes de red para la fase del C−S−H en el cemento Portland hidratado.
Tradicionalmente, la densidad del cemento Portland hidratado se mide en un es-
tado seco por métodos picnométricos, usando como fluido una solución saturada de
hidróxido de calcio. Este método arroja un valor cuestionable. Valores más realistas
se obtienen usando fluidos que no afectan la estructura de la pasta.
La porosidad y la distribución del tamaño de poros se determina normalmente
usando porośımetro de mercurio y nitrógeno o isotermas de absorción de agua. La
porosidad total se puede obtener usando fluidos orgánicos o agua como medios.
Distribución de Tamaño de Poros
La porosimetŕıa de mercurio obliga al mercurio a ocupar los poros vacantes de un
cuerpo mediante la aplicación de presión. La técnica mide una rango de diámetros
de poro por debajo de unos 3 nm. La distribución de tamaño de poros se puede
determinar aplicando la ecuación de Kelvin a las isotermas de absorción o de desor-
ción. Esto se puede aplicar para la determinación de diámetros de poro de cerca de
3 hasta 50 nm.
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CAṔITULO 3
Descripción General de la Tomograf́ıa Computarizada
3.1. Descripción de la Tomograf́ıa Computarizada
(TC)
La TC es un método de inspección radiográfica que utiliza una computadora para
reconstruir la imágen de una sección transversal plana a través de un objeto. La
imágen resultante de la sección transversal es un mapa cuantitativo del coeficiente
de atenuación de rayos X, µ, en cada punto en el plano. El coeficiente de atenuación
lineal caracteriza la velocidad local instantánea a la cual los rayos X se eliminan
durante el escaneo, por dispersión o absorción de la radiación incidente, ya que se
propaga a través del objeto[4]. En la figura 3.1 se esquematiza la idea general de la
TC.
La atenuación de los rayos X como su interacción con la materia es un problema
bien estudiado y es el resultado de la interacción de diferentes mecanismos[37]. Para
sistemas industriales de TC con enerǵıa pico de rayos X de unos pocos MeV, casi
todos los efectos menores se explican en términos de la suma de solo dos interaccio-
nes: la interacción fotoeléctrica y la dispersión Compton[37].
La interacción fotoeléctrica depende en gran medida de la densidad y el número
atómico del medio absorbente, la dispersión Compton es predominantemente una
función de la densidad de electrones en el material. La atenuación fotoeléctrica do-
mina a bajas enerǵıas y se hace más importante con el número atómico, mientras que
la dispersión Compton domina a altas enerǵıas y se hace más importante a menor
número atómico.
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Figura 3.1: Esquema de un sistema de Tomograf́ıa Computarizada.[3]
Una propiedad particularmente importante del coeficiente de atenuación lineal
total es que es proporcional a la densidad del material, que es por supuesto una pro-
piedad f́ısica fundamental de toda la materia. El hecho de que las imágenes de TC
sean proporcionales a la densidad es tal vez la principal virtud de la tecnoloǵıa y la
razón por la que los datos de la imágen a menudo son considerados como representa-
ción de la distribución de densidad de material dentro del objeto inspeccionado. Sin
embargo, se trata de una peligrosa simplificación. El coeficiente de atenuación lineal
puede o no (dependiendo de los materiales y la enerǵıa de los rayos X involucrados)
depender de la densidad de una forma más importante que la dependencia básica.
En algunos casos, este efecto puede ser perjudicial y maquillar las diferencias de
densidad en una imágen de TC; en otros casos se puede usar como una ventaja,
mejorando el contraste entre diferentes materiales con densidades similares[4].
3.1.1. Habilidades del Sistema de TC
Resolución Espacial
Una imágen radiográfica es posible debido a que diferentes materiales tienen dife-
rentes coeficientes de atenuación de rayos X. En TC esos coeficientes de atenuación
de rayos X se representan en una pantalla como tonos de grises, similares a una
imágen fotográfica, o en falso color. La fidelidad de una imágen TC depende de una
serie de factores de desempeño del sistema, donde uno de los más importantes es la
resolución espacial[4].
Resolución espacial se refiere a la capacidad de un sistema de TC para resolver
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pequeños detalles o localizar pequeñas caracteŕısticas con respecto a algún punto
de referencia. La resolución espacial es generalmente cuantificada en términos de la
separación más pequeña a la cual dos puntos se pueden distinguir como entidades
separadas. El valor ĺımite de la resolución espacial está determinado por el diseño y
construcción del sistema y por la cantidad de datos y el sistema de muestreo utili-
zado para investigar el objeto de interés.
La precisión del sistema mecánico determina qué tan precisamente se pueden
retroproyectar las vistas, y la óptica de los rayos X determina la finura de los detalles
que se pueden resolver. El número de vistas y el número de medidas simples de
absorción por vista determinan el tamaño de la matŕız de reconstrucción que se
puede reconstruir. La reducción del tamaño del pixel puede mejorar la resolución
espacial de una imágen hasta que se alcance el ĺımite inherente establecido por esas
restricciones.
Ruido Estad́ıstico
Todas las imágenes que se obtienen a partir de interacciones f́ısicas de alguna cla-
se presentan un ruido estad́ıstico intŕınseco. En radiograf́ıa, este ruido proviene de
dos fuentes: variaciones estad́ısticas intŕınsecas debido al número finito de fotones
medidos; la forma particular de la instrumentación y el procesamiento usado[4].
Aunque el ruido estad́ıstico es inevitable, su magnitud con respecto a la señal de-
seada se puede reducir en cierta medida tratando de incrementar la señal deseada.
Esto se puede realizar aumentando el tiempo de exposición, la salida de la fuente de
rayos X, o el tamaño de la fuente de rayos X y los detectores. Sin embargo, aumen-
tando el tamaño de la fuente y los detectores, generalmente se reduce la resolución
espacial. Este compromiso entre la resolución espacial y el ruido estad́ıstico es una
caracteŕıstica fundamental de la TC.
3.1.2. Instrumentación en TC
Los sistemas de TC modernos, ambos, médicos e industriales, están compuestos
por una serie de subsistemas t́ıpicos, que se esquematizan en la figura 3.2. La slección
de los componentes de esos subsistemas depende de la aplicación espećıfica para
la cual se haya diseñado el sistema; sin embargo la función que desempeña cada
subsistema es común en casi todos los escáneres de TC. Esos subsistemas son[4]:
Una interfaz de operador.
Una fuente de radiación.
Un detector de radiación o un conjunto de detectores.
Un ensamble mecánico de escaneo.
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Figura 3.2: Componentes t́ıpicos de un sistema de Tomograf́ıa Computarizada.[3]
Un sistema computacional.
Un sistema de visualización gráfica.
Un medio de almacenamiento de datos.
Interfaz de Operador
Define el control que tiene el operador sobre el sistema. Desde la perspectiva del
usuario, la interfaz del operador es el subsistema más importante. La interfaz del
operador, en última instancia, determina todo, desde la facilidad con que el sistema
puede realizar las secuencias repetitivas de escaneo. En resúmen, la interfaz del
operador determina cómo se utiliza el sistema.
Fuentes de Radiación
Hay tres tipos generales de fuentes de radiación que se usan en TC industriales:
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Las dos primeras tienen un espectro amplio de enerǵıa y son fuentes eléctricas
(policromáticas o bremsstrahlung); la tercera es una fuente radiactiva aproximada-
mente monoenergética. La elección de una fuente de radiación está gobernada por
las mismas reglas de selección de una fuente de radiación para aplicaciones de obten-
ción de imágenes radiográficas. La mayoŕıa de los escaneres de TC existentes usan
fuentes eléctricas bremsstrahlung: tubos de rayos X o aceleradores lineales. Una de
las principales ventajas de usar una fuente eléctrica de rayos X sobre una fuente de
isótopos es el flujo de fotones much́ısimo más alto que es posible con los generadores
de radiación eléctricos, lo cual a su vez permite tiempos de escaneo más cortos. La
desventaja más grande de usar una fuente de rayos X es el efecto beamhardening
(endurecimiento de haz) asociado con las fuentes policromáticas.
El beamhardening resulta de la preferencia del objeto por absorber los fotones
de más baja enerǵıa contenidos en el espectro cont́ınuo de rayos X. La mayoŕıa
de los escaneres médicos usan para operar el tubo de rayos X un potencial de 120
a 140 kV, mientras que los escaneres industriales diseñados para una penetración
moderada operan a potenciales más altos, t́ıpicamente de 200 a 400 kV[4].
Detectores de Radiación
Un detector de radiación se usa para medir la transmisión de los rayos X a tra-
vés del objeto a lo largo de diferentes caminos del rayo. El objetivo del detector
es convertir el flujo de rayos X incidente en una señal eléctrica, la cual puede ser
manipulada por técnicas convencionales de procesamiento electrónico.
El número de la suma de rayos en una proyección debe ser comparable al número
de elementos de un lado de la matŕız de la imágen. Estas consideraciones resultan
en una tendencia de los escaneres modernos de usar arreglos grandes de detectores
que a menudo contienen cientos o miles de sensores. Esencialmente hay dos tipos
de detectores de amplio uso: 1) detectores de ionización de gas y 2) detectores de
contadores de centelleo.
Detectores de Ionización
Con este tipo de transductores los rayos X entrantes ionizan un elemento noble
que puede estar en estado gaseoso o, si la presión es lo suficientemente gran-
de, en estado ĺıquido. Los electrones ionizados son acelerados por un potencial
aplicado a un ánodo donde ellos producen una carga proporcional a la señal
incidente. Los detectores de ionización utilizados en TC son t́ıpicamente ope-
rados en modo de integración de corriente más que en modo de conteo de
pulsos.
Contadores de Centelleo
Este tipo de transductores toma ventaja del hecho de que ciertos materiales
poseen la propiedad común de emitir radicación visible cuando son expuestos
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a los rayos X. Seleccionando materiales fluorescentes que centellean en pro-
porción al flujo incidente y acoplando a ellos algún tipo de dispositivo que
convierta la entrada óptica en una señal eléctrica, se pueden ingeniar sensores
adecuados para TC. El conversor luz-electricidad es a menudo un fotodiodo
o un tubo fotomultiplicador, pero las tarjetas capturadoras de video también
son ampliamente utilizadas.
Equipo Mecánico de Escaneo
El equipo mecánico proporciona el movimiento relativo entre el objeto de ensayo,
la fuente y los detectores. No hay diferencia, al menos en principio, ya sea que el
objeto de ensayo se mueva sistemáticamente relativo a la fuente y los detectores, o
si la fuente y los detectores se mueven relativos al objeto de ensayo.
La mayoŕıa de las geometŕıas empleadas se puede clasificar como una de las cuatro
generaciones siguientes. En la figura 3.3 se ilustran las diferencias entre ellas[4].
Primera Generación
Se caracterizan por una sola fuente de rayos X y un solo detector que expe-
rimenta ambos movimientos: de rotación y translación. El ensamble de fuente
y detector se translada en dirección perpendicular al haz de rayos X. Cada
translación deja una vista. Sucesivas vistas se obtienen rotando el objeto de
ensayo y transladando nuevamente. Las ventajas de este tipo de diseño son
la simplicidad, buena armońıa del detector entre vista y vista, flexibilidad en
la elección de parámetros de escaneo (tales como resolución y contraste), y la
capacidad de acomodar un amplio rango de tamaños de objeto. La desventaja
es el largo tiempo de escaneo[4].
Segunda Generación
Usan la misma geometŕıa de escaneo translación/rotación como los de primera
generación. La principal diferencia es que los sistemas de segunda generación
usan un abanico de haz de radiación y múltiples detectores tales que se puede
adquirir una serie de vistas durante cada translación, lo cual conduce a tiempos
de escaneo más cortos. Como los sistemas de primera generación, los sistemas
de segunda generación tienen una flexibilidad inherente para acomodar un
amplio rango de diferentes tamaños de objeto, lo cual es una consideración
importante para algunas aplicaciones de TC industrial[4].
Tercera Generación
Estos sistemas usan generalmente una geometŕıa de escaneo únicamente ro-
tacional, con una vista completa que es recogida por el arreglo de detectores
durante cada intervalo de muestreo. Es posible acomodar objetos más gran-
des que el tamaño del campo de vista subtendido por el abanico de rayos X,
incluyendo partes translacionales en la secuencia de escaneo, pero los datos
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Figura 3.3: Evolución de la geometŕıa del escaner para sistemas médicos de TC:
a) Primera generación; b) segunda generación; c) tercera generación; d)
cuarta generación; e) quinta generación.[4]
no son adquiridos durante esas translaciones como en los escáneres de prime-
ra y segunda generación. T́ıpicamente, los sistemas de tercera generación son
más rapidos que sus similares de primera y segunda generación, sin embargo,
debido a que la resolución espacial en un sistema de tercera generación de-
pende del tamaño y número de sensores en el arreglo de detectores, la mejora
en la rapidéz se logra a expensas de tener más sensores que las generaciones
anteriores[4].
Cuarta Generación
Estos sistemas también emplean únicamente movimiento de rotación. La dife-
rencia entre los sistemas de tercera y cuarta generación es que los sistemas de
cuarta generación usan un arreglo circular estacionario de detectores y sola-
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mente se mueve la fuente. La muestra de ensayo se coloca dentro del ćırculo y
se irrad́ıa con un haz de abanico amplio que rota alrededor del objeto de ensa-
yo. Se obtiene una vista con las mediciones sucesivas de absorción de un solo
detector a sucesivas posiciones de la fuente de rayos X. El número de vistas es
igual al número de detectores[4].
Sistema Computacional
El sistema computacional se encarga de dos tareas principalmente: 1) controlar el
sistema de escaneo, la operación de la fuente y las funciones de adquisición de datos;
y 2) manipular la reconstrucción, el análisis y el despliegue de la imágen, y las funcio-
nes de almacenamiento y recuperación de datos. La mayoŕıa de los sistemas de TC
modernos particionan esas funciones entre microprocesadores separados. Las opera-
ciones de formulación de la imágen ivolucran computación intensiva y casi siempre
las realizan un arreglo de procesadores y un hardware especialmente diseñado.
Procesamiento y Visualización de la Imágen
El procesamiento y la visualización de la imágen son subfunciones del sistema
computacional que dan un grado de imágen de interacción que no está disponible
con la radiograf́ıa convencional. El mapeo entre el pixel del coeficiente de atenuación
lineal y la intensidad visualizada del pixel se puede acomodar a las condiciones de
mejor visualización para una caracteŕıstica en particular. Las funciones de procesa-
miento de imágenes, tales como los análisis estad́ısticos y densiométricos se pueden
realizar sobre una imágen o un grupo de imágenes. La naturaleza digital de una
imágen permite mayores avances en el sentido en el que los datos son presentados,
analizados y almacenados.
Almacenamiento de Datos
La información, tal como los datos de la imágen, parámetros de orientación, iden-
tificación de partes, comentarios del operador, orientación del corte, y otros datos,
es comunmente archivada en formato digital que lee un computador, por ejemplo en
cualquier medio magnético.
3.2. Fundamentos Teóricos de la TC
3.2.1. Interacciones con Rayos X
La radiación penetrante se clasifica de acuerdo a su modo de oŕıgen. Los rayos
gamma son producidos por transiciones nucleares y emanan desde el núcleo atómico.
Los rayos X caracteŕısticos son producidos por transiciones atómicas de electrones
ligados y emanan desde la nube electrónica. Los rayos X cont́ınuos, o bremsstrah-
lung, son producidos por la aceleración o desaceleración de part́ıculas cargadas, tales
28
3 Descripción de la TC
como electrones libres o iones. La radiación de aniquilación se produce por la com-
binación de pares electrón-positrón y su subsecuente descomposición en pares de
fotones. Toda la evidencia sugiere que la interacción de esos fotones con la materia
es independiente de su medio de producción y depende únicamente de su enerǵıa[4].
En teoŕıa, los rayos X pueden interactuar con la materia únicamente de cua-
tro formas: pueden interactuar con los electrones atómicos; pueden interactuar con
nucleones (part́ıculas nucleares ligadas); pueden interactuar con campos eléctricos
asociados con electrones atómicos y/o con el núcleo atómico; o pueden interactuar
con campos de mesones que rodean el núcleo. En teoŕıa, una interacción puede re-
sultar si se da una de las tres siguientes posibilidades: el rayo X incicente puede ser
absorbido completamente y deja de existir; el rayo X incidente puede dispersarse
elásticamente; o el rayo X incidente puede dispersarse inelásticamente. Entonces, en
principio, hay doce formas distintas en las que los fotones pueden interactuar con la
materia. En la práctica, todas excepto unos fenomenos menores se pueden explicar
en términos de sólo unas pocas interacciones principales: efecto fotoeléctrico, disper-
sión Compton y producción de pares.
A enerǵıas por debajo de aproximadamente 1 MeV no es energéticamente posi-
ble la producción de pares; y las interacciones de los rayos X con la materia son
dominadas por procesos que involucran electrones atómicos. De las otras posibles
interacciones, la dispersión Rayleigh es t́ıpicamente pequeña pero no despreciable; el
resto son energéticamente despreciables o insignificantes. A enerǵıas por encima de 1
MeV la producción de pares es energéticamente posible y compite con la dispersión
Compton. De las otras posibles interacciones, la fotodesintegración es t́ıpicamen-
te despreciable en términos de efectos de atenuación medibles, pero a enerǵıas por
encima de 8 MeV puede conducir a la producción de abundantes cantidades de neu-
trones. El resto de interacciones son energéticamente despreciables o insignificantes.
Con el efecto fotoeléctrico, un rayo X incidente interactúa con el átomo entero
como una sola entidad y es completamente absorbido. Para conservar el momentum
y la enerǵıa el átomo retrocede y se expulsa un electrón ligado. Aunque el proceso
de decaimiento subsecuente conduce a la generación de rayos X caracteŕısticos y de
electrones secundarios, esos no se consideran parte del efecto fotoeléctrico. El efecto
fotoeléctrico predomina a bajas enerǵıas. La absorción fotoeléctrica depende fuer-
temente del número atómico, variando aproximadamente con Z elevado a la cuarta
(4) o quinta (5) potencia.
Con la dispersión Compton, un rayo X incidente interactúa con un solo electrón (el
cual, practicamente hablando, es casi siempre ligado) y se dispersa inelásticamente,
lo que significa que el rayo X pierde enerǵıa en el proceso. Este tipo de dispersión
a menudo se denomina una dispresión incoherente y los dos términos se usan in-
distintamente. Para conservar la enerǵıa y el momentum, el electrón retrocede y el
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rayo X es dispersado en una dirección diferente a una enerǵıa más baja. Aunque el
rayo X no se absorbe, es removido del haz en virtud de que ha sido desviado de su
dirección inicial. La dispersión Compton predomina a enerǵıas intermedias y vaŕıa
directamente con el número atómico por unidad de masa.
Con la producción de pares, un rayo X incidente interactúa con el fuerte cam-
po eléctrico que rodea al núcleo y deja de existir, creando en el proceso un par
electrón-positrón. La enerǵıa y el momentum se conservan por el par de part́ıculas
emergentes. Aunque los positrones eventualmente interactúan con los electrones, ge-
nerando radiación de aniquilación, este efecto secundario no se considera parte del
proceso de producción de pares. La producción de pares predomina a altas enerǵıas
y vaŕıa aproximadamente con el número atómico como z(z + 1).
3.2.2. Fundamentos Técnicos
La TC es la ciencia de recuperar un estimado de la estructura interna de un objeto
a partir de la interrogación sistemática, no destructiva, de algunos aspectos de sus
propiedades f́ısicas. Generalmente, pero no siempre, el problema se mantiene mane-
jable limitando la tarea a la determinación de una imágen de un solo plano a través
del objeto[38]. Si se requiere una información tridimensional, se obtiene comparando
y, si es necesario, haciendo cortes de secciones transversales cont́ıguas a través del
objeto de interés[39].
En la forma más básica de TC, la tarea de inspección consiste en la medición de un
conjunto completo de integrales de ĺınea que involucran el parámetro f́ısico de interés
sobre la sección transversal designada y luego, usando algún tipo de prescripción
computacional, o algoritmo, para recuperar un estimado de la variación espacial de
parámetros sobre el trozo deseado. Para ilustrar mejor los principios básicos de la
TC, la discusión se limitará en śı misma a examinar el problema de determinar una
imágen de un solo plano a través del objeto. La discusión de la reconstrucción de
una imágen se limitará al problema de reconstruir una imágen en dos dimensiones.
3.2.3. Transformada de Radon
Radon estableció que si un conjunto de integrales de ĺınea de una función, la cual
es finita sobre alguna región de interés y cero fuera de ella, se conoce para todos los
caminos de rayos a través de la región, entonces el valor de la función sobre la región
puede ser determinado singularmente (unicidad). Una función particular y su con-
junto asociado de integrales de ĺınea forman un par de transformación; el conjunto
de integrales de ĺınea se refiere a la transformada de Radon de la función. Radon
demostró la existencia de una transformada inversa para reconstruir una función a
partir de su transformada de Radon, dando un importante teorema de existencia
que más tarde se denominó TC[40].
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En un ejemplo clásico del principio de que tengo tantas soluciones como tantas
ecuaciones la tomograf́ıa ha demostrado que usa varias modalidades f́ısicas diferentes
para obtener las integrales de ĺınea necesarias para algún parámetro f́ısico. Objetos
con tamaños que vaŕıan desde bacterias[41] hasta supernovas[42] se han estudiado
tomográficamente usando una amplia variedad de sondas f́ısicas, incluyendo rayos
X, ondas sonoras, campos electromagnéticos, part́ıculas ionizantes e isótopos bioló-
gicamente activos.
Los requerimientos tecnológicos esenciales de esos métodos, y los cuales son comu-
nes para varios métodos, es que el conjunto de integrales de ĺınea sistemáticamente
muestreadas de un parámetro de interés sea medido sobre la sección transversal del
objeto inspeccionado y que se conozca bien la relación entre la geometŕıa de esas
mediciones. Dentro de estas restricciones, existen muchos métodos para recolectar
datos útiles. Sin embargo la calidad de la reconstrucción resultante depende de al
menos tres factores principales: 1) qué tan finamente es muestrado el objeto, 2) qué
tan precisamente se hacen las mediciones individuales, y 3) qué tan precisamente
cada medida se puede relacionar a un marco de referencia absoluto[4].
3.2.4. Muestreo de la Transformada de Radon
Para rayos X monoenergéticos, la atenuación en la materia está gobernada por
la ley de Lambert de la absorción[43], la cual sostiene que capas de igual espesor





donde I es la intensidad de la radiación incidente; dI
I
es la fracción de la radiación
removida del flujo a medida que atraviesa el pequeño espesor, dx, del material; y µ
es una constante de proporcionalidad.
En la f́ısica de la atenuación de rayos X, µ se refiere al coeficiente de absorción
lineal. La ecuación (3.1) se puede integrar fácilmente para describir la atenuación de
los rayos X en la forma más familiar
I = I0e
−µx (3.2)
donde I0 es la intensidad de la radiación no atenuada e I es la intensidad del flujo
transmitido después de que atraviesa una capa de material de espesor x.
Si los rayos X penetran un material no homogeneo, la ecuación (3.2) se debe
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donde la integral de ĺınea se toma a lo largo de la dirección de propagación y µ(s)
es el coeficiente de absorción lineal en cada punto del camino del rayo. En la TC de
rayos X, la intensidad fraccional transmitida, I/I0, se mide para un gran número de
caminos de rayo a través del objeto que está siendo inspecionado y posteriormente
se obtiene un conjunto de integrales de ĺınea para ingresarlas en un algoritmo de
reconstrucción. Espećıficamente, las mediciones principales, I e I0, se procesan a
menudo “sobre vuelo” para obtener la integrales de ĺınea necesarias:∫
µ(s)ds = − ln(I/I0) (3.4)
Para obtener una medición adecuada de las integrales de ĺınea se usan rayos X
altamente colimados para hacer las mediciones de la transmitancia fraccional. En la
terminoloǵıa de la TC, el conjunto de integrales resultante del escaneo de un objeto
se puede reagrupar conceptualmente en subconjuntos referidos como vistas. Cada
vista corresponde a un conjunto de caminos de rayo a través del objeto desde una
dirección particular. Las vistas también son referidas como perfiles de proyección,
mientras que cada dato individual dentro de una proyección dada se refiere a una
muestra o simplemente un dato puntual.[4]
El problema de reconstrucción impone un gran número de restricciones sobre los
datos. Primero, el conjunto de integrales de ĺınea debe representar un muestreo
sistemático del objeto completo. Si el ćırculo de reconstrucción está inscrito en una
matŕız de imágen deM×M , esto implica (π/4)M2 incógnitas y se necesitan al menos
(π/4)M2 medidas linealmente independientes[44]. Por lo general, los conjuntos de
datos son del orden de unas tres veces la cantidad mı́nima, dependiendo del sistema
y de la aplicación. Objetos arbitrariamente complejos requieren más datos que los
objetos con formas geométricas simples o con simetŕıas altamente desarrolladas[45].
El número de vistas y de muestras necesarias depende del alcance deseado y de
la cantidad de datos requeridos; sin embargo, independientemente del alcance, el
número de muestras por vista es generalmente más importante que el número de
vistas, y la proporción relativa de vistas y muestras debeŕıa reflejar este principio[46].
Segundo, cada integral de ĺınea se debe conocer precisamente. Se ha encontrado
que errores de unas pocas decenas de porcentaje en la medición de la transmitancia
fraccional son significantes[47]. Esto impone requerimientos estrictos sobre el siste-
ma de adquisición de datos. Como resultado, los detectores de radiación usados en
los sistemas estándar de TC, junto con su electrónica asociada, representan alguna
de la tecnoloǵıa de sensores de rayos X más sofisticada hasta la fecha. Un sistema
t́ıpico de TC puede manipular un rango dinámico (el cociente entre la intensidad
pico de la señal y el ruido rms) del orden de un millon en uno, con una linealidad
mejor que el 5 %.
Tercero, cada muestra debe ser referenciada precisamente a un sistema de coor-
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denadas conocido. Esto se refiere a no usar una alta precisión en las mediciones
de transmisión si no se conoce el camino exacto del rayo a través del objeto al que
corresponde. Esto impone estrictas demandas sobre el equipo mecánico. Estudios han
mostrado que el ángulo de cada vista se debe conocer con precisión de unas pocas
centésimas de grado, y la posición lineal de cada muestra dentro de una proyección
dada se debe conocer con una precisión de unas pocas décimas de micrómetros[48].
El equipo de TC ha evolucionado hasta la fase en que cada unos de estos reque-
rimientos de desempeño pueden ser razonablemente satisfechos. En su estado del
arte la técnica recopila millones de mediciones por barrido, cada una cuantificada
con precisión, y precisamente hace referencia a una determinada ĺınea de visión a
través del objeto de interés. Una vez recogidos, los datos se tansmiten al algoritmo
de reconstrucción para luego ser procesados.
Existen algunas limitaciones f́ısicas del proceso de muestreo. La calidad de la imá-
gen reconstruida depende de la calidad de los datos generados por el escaner. En la
practica actual, los equipos y métodos están limitados en su habilidad para estimar
con precisión las integrales de ĺınea de la atenuación a través del objeto. Algunas de
las fuentes más destacadas de imprecisión son las siguientes: estad́ıstica del fotón,
endurecimiento de haz, ancho finito de los haces de rayos X, radiación dispersada e
inestabilidades y no linealidad del hardware y la electrónica, o ambas.
La radiación penetrante usada por los sistemas de TC se produce de varias ma-
neras, las cuales involucran procesos aleatorios atómicos o subatómicos, o ambos.
La probabilidad de participación de cualquier átomo en un instante particular es
remota, sin embargo el gran número de átomos t́ıpicamente involucrados garantiza
una velocidad de emisión finita. El número de fotones producidos por unidad de
tiempo vaŕıa debido a la naturaleza estad́ıstica del proceso de emisión de radiación.
Las variaciones tienen unas caracteŕısticas bien definidas y se pueden describir ma-
temáticamente por la estad́ıstica de Poisson[49].
El endurecimiento de haz es un problema encontrado en las fuentes policromáticas
de rayos X, tales como los tubos de rayos X o los aceleradores lineales. Estas fuentes
bremsstrahlung, en oposición a las fuentes monoenergéticas, producen un flujo cuya
enerǵıa promedio de radiación comienza a ser progresivamente más alta a medida
que se propaga a través de un objeto, debido a que los fotones de enerǵıa más baja
son absorbidos preferencialmente con respecto a otros más energéticos. Este efecto
compromete la validéz de la ecuación (3.4) debido a que µ ya no está asociado a un
sólo valor de enerǵıa, sino más bien con una enerǵıa efectiva que cambia constante-
mente a lo largo de la trayectoria del rayo.
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3.2.5. Inversión de la Transformada de Radon
La tarea de reconstrucción se puede definir como sigue: dado un conjunto de medi-
ciones sistemáticas de transmisión, que tienen asociados errores de fuentes conocidas
y desconocidas, se determina la mejor estimación del área de sección transversal del
objeto asociada con los datos. Cormack, y más recientemente, Radon mostró que
es posible encontrar una función real en una región finita de un plano dando sus
integrales de ĺınea a lo largo de todas las ĺıneas rectas que intersectan la región[40].
Comarck, más tarde extendió este resultado en un art́ıculo que describe un método
para determinar el coeficiente variable de absorción de rayos gama en una mues-
tra, a partir (de un conjunto finito de) mediciones hechas fuera de la muestra[50].
Aunque el algoritmo de Cormack no se presta bien para el procesamiento digital, en
su momento brindó un valioso teorema de existencia: es posible obtener una buena
estimación de la estructura interna de un objeto a partir de un número finito de
mediciones de la transmisión de rayos X a través de dicho objeto.
A lo largo del tiempo, han evolucionado un gran número de métodos (es decir,
algoritmos) para obtener una estimación de una sección transversal de un objeto
(es decir, reconstruir una imágen de TC) a partir de su transformada de Radon (es
decir, el conjunto de mediciones de la transmitancia fraccional). Estos métodos se
puede agrupar ampliamente en tres clases de algortimos: 1) métodos de inversión de
matŕız, 2) métodos de expansión en series finitas, y 3) métodos de transformadas[4].
3.3. Reconstrucción de Imágenes a Partir de
Proyecciones
3.3.1. El Problema de Reconstrucción
La idea es resolver el siguiente problema general. Hay una estructura tridimen-
sional cuya composición interna se desconoce. Se somete esta estructura a alguna
clase de radiación, ya sea transmitiendo la radiación a través de la estructura o in-
troduciendo el emisor de la radiación dentro de la estructura. Se mide la radiación
transmitida a través de la estructura o la radiación emitida desde la estructura ha-
cia un número de puntos. La Tomograf́ıa Computarizada es el proceso de obtener,
a partir de esas mediciones, la distribución de parámetros f́ısicos dentro de la es-
tructura que ha sido sometida a las mediciones. El problema ocurre en un amplio
rango de areas, tales como la TC de rayos X, la tomograf́ıa de emisión, imágenes
por migración de fotones y la reconstrucción microscópica por electrones. Todos esos
problemas son problemas de inversión de diversa ı́ndole[51].
Se discutirá el problema especial de reconstrucción de estimar una función de dos
variables a partir de las estimaciones de sus integrales de ĺınea. Como es razonable
para cualquier aplicación, se asume que el dominio de la función está contenido en
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una región finita del plano.
Suponga que f es una función de dos variable polares l y θ. Sea [Rf ](l, θ) la inte-
gral de ĺınea de f a lo largo de la ĺınea que está a una distancia l desde el oŕıgen y
que forma un ángulo θ con ele eje vertical. El operador R se denomina comunmente
la transformada de Radon.
Los datos de entrada a un algoritmo de reconstrucción son los valores estimados
de [Rf ](l, θ) para un número finito de pares (l, θ); su salida es una estimación, en
cierto sentido, de f . Más precisamente, suponga que se conoce la estimación de
[Rf ](l, θ) para I pares: (li, θi), 1 6 i 6 I. Usamos y para denotar el vector columna
I-dimensional (llamado el vector de medición), cuya i-ésima componente, yi es el
estimado disponible de [Rf ](li, θi). La tarea del algoritmo de reconstrucción es:
Dados los datos y, estime la función f (3.5)
3.3.2. Definición de la Transformada de Radon
La transformada de Radon de una función f(x, y), denotada como g(l, θ), está
definida como su integral de ĺınea a lo largo de una ĺınea inclinada un ángulo θ con
respecto al eje vertical, y a una distancia l desde el oŕıgen, como se muestra en la
figura 3.4. Matemáticamente, esto se escribe como[5]:
Figura 3.4: Geometŕıa de la proyección de imágnes en TC.[5]
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g(l, θ) = Rf =
∫∫ ∞
−∞
f(x, y)δ(x cos θ+y sin θ−l)dxdy, −∞ < l <∞, 0 6 θ < π
(3.6)
Como ya se mencionó, el śımbolo R, denota el operador Transformada de Radon,
y tamién se llama el operador proyección. La función g(l, θ) es la transformada de
Radon de f(x, y), y es la proyección unidimensional de f(x, y) a un ángulo θ. En el
sistema de coordenadas rotado (l, u), donde
l = x cos θ + y sin θ u = −x sin θ + y cos θ
ó (3.7)
x = l cos θ − u sin θ y = l sin θ + u cos θ




f(l cos θ − u sin θ, l sin θ + u cos θ)du, −∞ < l <∞, 0 6 θ < π
(3.8)
A la cantidad g(l, θ) también se le llama suma de rayo puesto que representa la








Figura 3.5: Dominio espacial (x, y).[5]
La transformada de Radon mapea el dominio espacial (x, y) al dominio l, θ. Cada
punto en el espacio (l, θ) corresponde a una ĺınea en el dominio espacial (x, y). Se
36
3 Descripción de la TC
debe tener en cuenta que l, θ no son las coordenadas polares de (x, y). En efecto, si
(r, φ) son las coordenadas polares de (x, y), es decir,
x = r cosφ, y = r sinφ (3.9)
entonces, de la figura 3.5
l = r cos(θ − φ) (3.10)
3.3.3. El Operador Retro-proyección
Con la transformada de Radon está asociado el operador B, denominado operador
retroproyección, y que se define como[5]:
b(x, y) = Bg =
∫ π
0
g(x cos θ + y sin θ, θ)dθ (3.11)
A la cantidad b(x, y) se le llama la retroproyección de g(l, θ). En cordenadas polares
esto se puede reescribir como
b(x, y) = bp(r, φ) =
∫ π
0
g(r cos(θ − φ), θ)dθ (3.12)
La retroproyección representa la acumulación de las sumas de rayos de todos los
rayos que pasan a través de un punto (x, y) o (r, φ). Por ejemplo, si
g(l, θ) = g1(l)δ(θ − θ1) + g2(l)δ(θ − θ2) (3.13)
es decir, si hay solamente dos proyecciones, entonces (vea la figura 3.6)
bp(r, φ) = g1(l1) + g2(l2) (3.14)
donde l1 = r cos(θ1 − φ), l2 = r cos(θ2 − φ). En general, para un punto fijo (x, y)
o (r, φ), el valor de la retroproyección, Bg se evalúa integrando g(l, θ) sobre θ para
todas las ĺıneas que pasan a través de ese punto. Teniendo en cuenta (3.10) y (3.12)
la retroproyección en (r, φ) es también la integración de g(l, θ) a lo largo de la sinu-
soide l = r cos(θ − φ) en el plano (l, θ).
Recuerde que el operador B mapea una función de coordedanas (l, θ) en una fun-
ción de coordenadas espaciales (x, y) o (r, φ).
El operador retroproyección b(x, y) a cualquier pixel (x, y) requiere las proyec-
ciones de todas las direcciones. Entonces, se puede ver la transformada de Radon
retroproyecada
f̂(x, y) = Bg = BRf (3.15)
como una imágen de f(x, y) distorsionada por la PSF 1/(x2 + y2)1/2 (Point-Spread
Function), esto es,
f̂(x, y) = f(x, y) ~ (x2 + y2)−1/2 (3.16)
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Figura 3.6: Retro-proyección de g1(l) y g2(l) en (r, φ).[5]
donde ~ denota la convolución en dos dimensiones en coordenadas cartesianas. En
cooredenadas polares




donde ahora ~ denota la convolución expresada en coordenadas polares. Entonces,
el operador B no es el inverso de R. En efecto, B es el adjunto de R. Suponga
que el objeto f(x, y) y sus proyecciones g(l, θ), para todo θ, son discretizados y
mapeados en vectores ~f y ~g y están relacionados por la transformación matricial
~g = R~f . La matŕız R es entonces una aproximación por diferencias finitas del ope-
radorR. La matŕız RT representará la aproximación del operador retroproyección B.
La operación f̂ = B[Rf ] da el algoritmo de sumatoria (figura 3.7). Para un con-
junto de objetos pequeños aislados con un número pequeño de proyecciones, este
método da un artefacto con patrón de estrella.
El objeto f(x, y) puede ser restaurado a partir de f̂(x, y) por un filtro de dos
38
3 Descripción de la TC
Figura 3.7: Algoritmo de sumatoria para reconstrucción de imágenes, f̂ = iBg.[5]




2 , esto es
f(x, y) = F−12 |ξ|F2[Bg] (3.18)
donde F2 denota el operador transformada de Fourier en dos dimensiones. En la
practica, el filtro |ξ| se reemplaza por una aproximación realizable f́ısicamente. Este
método es atractivo puesto que la operación de filtrado se puede implementar apro-
ximadamente a través de la FFT. Sin embargo, esto tiene dos grandes dificultades.
Primero, el dominio de cálculo de Fourier de |ξ|F̂p(ξ, θ) da F (0, 0) = 0, lo cual con-
duce a que la densidad total
∫∫
f(x, y)dxdy = 0. Segundo, puesto que el soporte de
Bg no es acotado, f̂(x, y) tiene que ser calculada sobre una región mucho más gran-
de que la región de soporte de f(x, y). Un algoritmo mejor, invierte el orden de las
operaciones de filtrado y retroproyección y es más atractivo para su implementación
práctica.
3.3.4. El Teorema de Proyección
Hay una relación fundamental entre la transformada de Fourier en dos dimensio-
nes de una función y la transformada de Fourier de su transformada de Radon. Esta
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relación proporciona los fundamentos teóricos para varios algoritmos de reconstruc-
ción de imágenes. El resultado se resume en el siguiente teorema[5].
Teorema 1 (Teorema de Proyección). La transformada de Fourier unidimensional
con respecto a l de la proyección g(l, θ) es igual al trozo central, a un ángulo θ, de






G(ξ, θ) = Fp(ξ, θ) = F (ξ cos θ, ξ sin θ) (3.19)
la figura 3.8 muestra el significado de este resultado.
Figura 3.8: Teorema de Proyección, G(ξ, θ) = Fp(ξ, θ).[5]







f(l cos θ − u sin θ, l sin θ + u cos θ)e−2πiξldldu
(3.20)
Haciendo la tranformación de coordenadas de (l, u) a (x, y) (según la ecuación (3.7))




f(x, y) exp[−2πi(xξ cos θ+ yξ sin θ)]dxdy = F (ξ cos θ, ξ sin θ) (3.21)
lo cual prueba (3.19).
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Una consecuencia importante del teorema de proyección es el siguiente resultado.
Teorema 2 (Teorema de Convolución-Proyección). La transformada de Radon de
la convolución en dos dimensiones de dos funciones f1(x, y) y f2(x, y) es igual a
la convolución unidimensional de sus transformadas de Radon, esto es gk = Rfk,









g1(l − l′, θ)g2(l′, θ)dl′ (3.22)
3.3.5. La Transformada Inversa de Radon
El problema de reconstrucción de imágenes previamente definido, es teóricamente
equivalente a encontrar la transformada inversa de Radon de g(l, θ). Se usa el teo-
rema de proyección para obtener esta inversa. El resultado se resume en el siguiente
teorema.
Teorema 3 (Teorema de la Transformada Inversa de Radon). Dada g(l, θ) = Rf ,










x cos θ + y sin θ − l
dldθ (3.23)
En coordenadas polares









r cos(θ − φ)− l
dldθ (3.24)




F (ξ1, ξ2) exp[2πi(ξ1x+ ξ2y)]dξ1dξ2 (3.25)






Fp(ξ, θ) exp[2πiξ(x cos θ + y sin θ)]ξdξdθ (3.26)
Permitiendo que ξ sea negativo y 0 6 θ < π, se puede cambiar los ĺımites de


















ĝ(x cos θ + y sin θ, θ)dθ (3.28)
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Escribiendo |ξ|G como ξGSgn(ξ) y aplicando el teorema de convolución, se obtiene





























donde (1/2πi)[∂g(l, θ)/∂l] y (−1/πil) son las transformadas de Fourier de ξG(ξ, θ) y
de Sgn(ξ), respectivamente. Combinando las ecuaciones (3.27) y (3.30) se obtiene el
resultado deseado de (3.23). Al resultado de la ecuación (3.24) se llega por el cambio
de coordenadas x = r cosφ y y = r sinφ.
Figura 3.9: Transformada inversa de Radon.[5]
La transformada de Radon se obtiene en dos pasos (como se muestra en la figura
3.9). Primero, cada proyección g(l, θ) se filtra por medio de un filtro unidimensional
cuya frecuencia de respuesta es |ξ|. El resultado, ĝ(l, θ), es entonces retroproyectado
para dar f(x, y). La operación de filtrado se puede realizar bien en el dominio de l o
bien en el dominio de |ξ|. Este proceso muestra dos métodos diferentes de encontrar
R−1.
Definición:
La transformada de Hilbert de una función φ(t) se define como










El śımbolo Ĥ representa el operador transformada de Hilbert. A partir de esta de-





Puesto que se requiere la operación de retroproyección para encontrar R−1, la
imágen de pixel reconstruida en (x, y) requiere las proyecciones desde todas las
direcciones.
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Método de Convolución Retroproyección









Entonces el operador transformada inversa de Radon es R−1 = 1
2π
BĤD. Esto
significa que R−1 también puede implementarse por convolución de las proyecciones
derivadas con 1
2πl










g(l,   )θ^ f(x,y)g(l,   )θ
Convolucion
Figura 3.10: Método de convolución retroproyección.[5]
Método de Filtro Retroproyección
A partir de (3.27) y (3.29), también se puede escribir
f(x, y) = BHg (3.34)
donde H es un filtro unidimensional cuya frecuencia de respuesta es |ξ|, esto es




= F−11 {|ξ|[F1g]} (3.36)
Esto da
f(x, y) = BF−11 [|ξ|F1g] (3.37)
lo cual puede ser implementado filtrando las proyecciones en el dominio de Fourier
y retroproyectando la transformada inversa de Fourier del resultado. (ver figura 3.11)
3.3.6. Algoritmos de Convolución/Filtro Retroproyección:
Implementación Digital
Los resultados anteriores se emplean para desarrollar algoritmos practicos de re-
construcción de imágenes. Aqúı se mencionarán algunas consideraciones para la im-
plementación digital de esos algoritmos.
43
3 Descripción de la TC
g(l,   )^ θ
x













Figura 3.11: Método de filtro retroproyección.[5]
Consideraciones de Muestreo
En la practica, las proyecciones están disponibles solo sobre una red finita, lo que
significa que se tiene disponible






− 1, 0 6 n 6 N − 1
(3.38)
donde, t́ıpicamente, lm = md, θn = n∆, ∆ = π/N . Entonces, se tiene N proyecciones
tomadas a ángulos igualmente espaciados, cada una muestreada uniformemente con
intervalo de muestreo d. Si ξ0 es la frecuencia espacial más alta de interés en el objeto
dado, entonces d no debeŕıa exceder el correspondiente intervalo de Nyquist, que es,
d 6 1
2xi0
. Si el objeto está limitado en el espacio, lo que es, fp(r, φ) = 0, |r| > D/2,
entonces D = Md, y el número de muestras deberá satisfacer
M > 2ξ0D (3.39)
Elección de Filtros
La función filtro |ξ| requerida para la transformada inversa de Radon se caracteriza
por su alta frecuencia espacial. Puesto que la mayoŕıa de las imágenes tienen un bajo
SNR a altas frecuencias, el uso de estos filtros conduce a la amplificación del ruido.
Para limitar la naturaleza no acotada de la frecuencia de respuesta, se propone un
filtro de banda limitada, llamado el filtro de Ram-Lask[5],






En la practica, la mayoŕıa de los objetos son limitados en el espacio y un filtro
limitante de banda con una aguda frecuencia de corte ξ0 no es muy adecuado, espe-
cialmente enpresencia de ruido. Un valor pequeño de ξ0 da una pobre resolución y
un valor grande de amplificación de ruido. Una generalización de la ecuación (3.40)
es la clase de filtros
H(ξ) = |ξ|W (ξ) (3.41)
Aqúı W (ξ) es una función ventana limitante de banda que se escoge para dar un alta
frecuencia de respuesta más moderada de tal manera que se logre una mejor relación
entre el filtro de ancho de banda (alta frecuencia de respuesta) y la supresión del
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ruido.
Una vez que se ha seleccionado un filtro, un algoritmo práctico de reconstrucción
tiene dos pasos principales:
1. Para cada θ, filtre la proyección g(l, θ) con un filtro unidimensional cuya fre-
cuencia de respuesta es H(ξ) o su rspuesta impulso es h(l).
2. Retroproyecte las proyecciones filtradas, ĝ(l, θ)
Dependiendo del método de implementación del filtro, se obtienen dos algoritmos
diferentes. En ambos casos la integral de retoproyección se implementa por una ade-
cuada aproximación en diferencias finitas. Los pasos requeridos en los dos algoritmos
se resumen a continuación.
Algoritmo de Convolución Retroproyección
Las ecuaciones implementadas en este algoritmo son:
Convolución: ĝ(l, θ) = g(l, θ) ~ h(l) (3.42)
Retroproyección: f(x, y) = Bĝ (3.43)
La operación de filtrado se implementa por convolución directa en el dominio de
l. Los pasos involucrados en la implementación digital son:
1. Realizar la siguiente convolución discreta como una aproximación de los valores
muestrados de las proyecciones filtradas,










donde ĥ(m) = dh(md) se obtiene por muestreo y escalado de h(l). La convo-
lución anterior se puede implementar directamente o a través de FFT.
2. Interpolar linealmente ĝ(m) para obtener una aproximación cont́ınua a trozos
ĝ(l, n∆), aśı






[ĝn(m+ 1)− ĝn(m)], md 6 l < (m+ 1)d
(3.45)
3. Aproximar la integral de retroproyección por la siguiente operación, para ob-
tener
f(x, y) ≈ f̂(x, y) = BN ĝ = ∆
N−1∑
n=0
ĝ(x cosn∆ + y sinn∆, n∆) (3.46)
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donde BN se denomina el operador retroproyección discreto. Debido a la oprea-
ción de retroproyección es necesario interpolar las proycciones filtradas ĝn(m).
Esto se requiere aún si la imágen reconstruida se evalúa sobre una red mues-
trada. Por ejemplo, para evaluar
f(i∆x, j∆y) ≈ ∆
N−1∑
n=0
ĝ(i∆X cosn∆ + j∆y sinn∆, n∆) (3.47)
sobre una red con espaciado (∆x,∆y), i, j = 0,±1,±2, . . . , necesitamos evaluar
ĝ(l, n∆) localizada entre los puntos md,m = −M/2, . . . ,M/2− 1. Aunque es
posible una interpolaciónde alto orden por medio de funciones de Lagrage, la
interpolación lineal de (3.45) ha mostrado una buena relación entre resolución y
suavizado. Algunas veces se mantiene el orden cero para aumentar la velocidad
de la operación de retroproyección para su implementación en hardware.
Algoritmo de Filtro Retroproyección
La operación de filtrado se puede realizar en el dominio de la frecuencia de acuerdo
con la ecuación,
ĝ(l, θ) = F−11 [G(ξ, θ)H(ξ)] (3.48)
Dada H(ξ), la frecuencia de respuesta del filtro, el filtro se implementa aproximada-
mente usando una aproximación muestreada de G(ξ, θ) y sustituyendo una adecuada
FFT por la transformada inversa de Fourier. Los pasos a seguir en este algoritmo
son los siguientes:
1. Extender la secuencia gn(m), −M/2 6 m 6 (M/2) − 1 rellenando de ceros y
una repeteción periódica para obtener la secuencia gn(m)c, 0 6 m 6 K − 1.
Tomar su FFT para obtener Gn(k), 0 6 k 6 K−1. La elección de K determina
la resolución de muestreo en el dominio de la frecuencia. T́ıpicamente K ≈ 2M
si M es grande; por ejemplo, K = 512 si M = 256.
2. Muestrear H(ξ) para obtener Ĥ(k) = H(k∆ξ), Ĥ(K − k) = Ĥ∗(k), 0 6 k 6
K/2, donde ∗ denota el complejo conjugado.
3. Multiplicar la secuencia Ĝn(k) y Ĥ(k), 0 6 k 6 K−1 y tomar la FFT inversa
del producto. Una extensión periódica del resultado da ĝn(m), −K/2 6 m 6
(K/2) − 1. La imágen reconstrúıda se obtiene por la ecuación (3.45) y (3.46)
como antes.
3.3.7. Método de Reconstrucción de Fourier
Un método conceptualmente simple de reconstrucción derivado del teorema de
proyección consisten en llenar el espacio de Fourier de dos dimensiones por las
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transformadas de Fourier unidimensionales de las proyecciones y luego tomar la
transformada inversa de Fourier en dos dimensiones (figura 3.12), esto es
f(x, y) = F−12 [F1g] (3.49)
Figura 3.12: Concepto del método de Fourier.[5]
Algoritmo
Hay tres etapas de este algoritmo (ver figura 3.13). Primero se obtiene Gn(k) ≈
G(k∆ξ, n∆θ), −K/2 6 k 6 K/2−1, 0 6 n 6 N−1. Luego, las muestras disponibles
del dominio de Fourier sobre una grilla polar son interpoladas para dar un estimativo
sobre una grilla rectangular. En la etapa final del algoritmo, la transformada inversa
de Fourier se aproxima por una FFT inversa de tamaño adecuado. Usualmente, el
tamaño de la FFT inversa se toma como dos o tres veces cada dimensión de la imá-
gen. Además, se usa una ventana apropiada antes de hacer la transformada inversa
para minimizar los efectos de truncamiento y muestreo en el dominio de Fourier.
Aunque hay muchos ejemplos de implementación satisfactoria de este algoritmo,
no ha sido tan popular como el algoritmo de convolución retroproyección[5]. La razón
principal es que la interpolación de una red polar a una raster en el plano de la
frecuencia es propensa a efectos de aliasing que conducen a una imágen reconstruida
inferior.
3.3.8. Métodos Algebráicos
Los métodos anteriores se basan en la teoŕıa de la transformada de Radon y el
teorema de proyección. Es posible formular el problema de reconstrucción como un
problema general de restauración de imágen que se puede resolver por otras técnicas.
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Figura 3.13: Un algoritmo práctico de reconstrucción de Fourier.[5]
El problema de reconstrucción como un conjunto de ecuaciones lineales
Suponga que f(x, y) se aproxima por una serie finita






donde {φi,j(x, y)} es un conjunto de funciones base. Entonces











donde hi,j(l, θ) es la transformada de Radon de φi,j(x, y), la cual se puede calcular en







ai,jhi,j(lm, θn), 0 6 m 6 M − 1, 0 6 n 6 N − 1 (3.52)
lo cual se puede resolver para ai,j como un conjunto de ecuaciones lineales simul-
táneas por mı́nimos cuadrados, inversa generalizada, u otros métodos. Una vez se
conozcan los ai,j, f̂(x, y) se obtiene directamente de (3.50).
Un caso de particular interés es cuando f(x, y) es digitalizada sobre una red de
I × J y se asume que f(x, y) es constante en cada región del pixel. Entonces ai,j es
igual a fi,j, el valor muestreado de f(x, y) en el (i, j)-ésimo pixel, y
φi,j(x, y) =
{
1, dentro de la región del (i, j)-ésimo pixel
0, en cualquier otro caso
(3.53)
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fi,jhi,j(lm, θn), 0 6 m 6 M − 1, 0 6 n 6 N − 1 (3.54)
Mapeando fi,j dentro de un vector f de tamaño Q× 1 (Q = IJ) ordenado por fila
o por columna, se obtiene
g = Hf (3.55)
donde g y H son P × 1, (P = MN) y una matŕız de P ×Q, respectivamente. Una
ecuación más realista es de la forma
g = Hf + η (3.56)
donde η representa el ruido. El problema de reconstrucción ahora es estimar f a par-
tir de g. Las principales limitaciones de este algoritmo están relacionadas con el gran
tamaño de la matŕız H. Por ejemplo, para una imágen de 256× 256 con 100 proyec-
ciones, cada una muestreada con 512 puntos, H es una matŕız de 51200×65536. Sin
embago, H puede ser una matŕız altamente escasa conteniendo sólo O(I) u O(J)
elementos diferentes de cero por fila. Esos elementos diferentes de cero corresponden
a las localizaciones de los pixeles que caen en el camino del rayo lm, θn.
Técnicas de reconstrucción algebraica
Un subconjunto de algoritmos iterativos de reconstrucción ha sido históricamen-
te llamado ART (algebraic reconstruction techniques). Esos algortimos iterativos
resuelven un conjunto de P ecuaciones
< hp, f >= h
T
p f = gp, p = 0, . . . , P − 1 (3.57)
donde hTp es la p-ésima fila de H y gp es el p-ésimo elemento de g. Este algoritmo,
originalmente debido a Kaczmarz, tiene iteraciones que progresan ćıclicamente como:
f̃(k+1) = f(k) +
gk+1− < hk+1, f(k) >
|hk+1|2
hk+1, k = 0, 1, . . . (3.58)
donde f̃(k+1) determina f(k+1), dependiendo de las restricciones impuestas sobre f, f(0)
es alguna condición inicial, y g y hk aparecen ćıclicamente, esto es
hk = h(k modulo P )
gk = g(k modulo P ) (3.59)
Cada iteración es tal que solo una de las P ecuaciones (o restricciones) se satisface
a la vez. Por ejemplo, a partir de la ecuación (3.57) se puede ver que
< hk+1, f̃
(k+1) >=< hk+1, f
(k) > +
[gk+1− < hk+1, f(k) >]
|hk+1|2
< hk+1, hk+1 >= gk+1
(3.60)
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que es la [(k+1) modulo P ] restricción satisfecha a la (k+1) iteración. Este algoritmo
es fácil de implementar puesto que opera sobre una sola muestra de proyección a la
vez. La operación < hk+1, f
(k) > es equivalente a tomar la [(k+1) modulo P ] muestra
de proyección del estimado previo. La velocidad de convergencia es usualmente lenta,
y es dif́ıcil decidir cuándo parar la iteración.
Algoritmo de Solución por Gradiente Conjugado
La idea del método es solucionar el sistema descrito anteriormente,
g = Hf (3.61)
y encontrar f a partir de g. Para una matriz simétrica H un conjunto de vectores
p1, p2, . . . , pm son conjugados con respecto a H si
pTi Hpj = 0, ∀i 6= j (3.62)
Suponga que {pk} es una secuencia de n direcciones mutuamente conjugadas.
Entonces los pk forman una base de Rn, por lo tanto podemos extender la solución





Los coeficientes se dan por






















Este resultado es quizás muy transparente si se considera el producto interior definido
anteriormente.
Esto da el siguiente método para resolver la ecuación Hf = g. Primero se encuen-
tra una secuencia de n direcciones conjugadas y luego se computa los coeficientes αk.
Si se escoge cuidadosamente los vectores pk no se necesitan todos para obtener
una buena aproximación a la solución f∗. Por lo tanto, se quiere considerar el método
de gradiente conjugado como un método iterativo. Esto también permite resolver
los sistemas en los que n es tan grande que el método directo toma demasiado tiempo.
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Denote la primera aproximación de f∗ como f0. Se puede asumir, sin pérdida de
generalidad que f0 = 0. A partir de f0 se busca la solución y en cada iteración, se ne-
cesita un indicador que nos diga si se ha llegado a la solución f∗ (que es desconocida).
Este indicador viene del hecho de que la solución f∗ es también el único minimizador
de la siguiente función cuadrática, de modo que si J(f) pasa a ser menor en una




fTHf− gTf, f ∈ Rn. (3.67)
Esto sugiere tomar la primera base de vectores p1 como el gradiente de J en
f = f0, lo que equivale a Hf0− g. Puesto que f0 = 0, significa que tomamos p1 = −g.
Los otros vectores en la base serán conjugados con respecto al gradiente, de ah́ı el
nombre de método de gradiente conjugado.
Sea rk el reśıduo en el k−ésimo paso
rk = g−Hfk. (3.68)
Tenga en cuenta que rk es el negativo del gradiente de J en f = fk, por lo que se
debe avanzar en la dirección rk. En este sentido, las direcciones pk son conjugadas
entre śı, por lo que al tomar la dirección más cercana al gradiente se obteniene la
siguiente expresión:








Implementación de Algoritmo de Reconstrucción de Imágenes:
Resultados y Discusión
4.1. Implementación
Teniendo en cuenta que el Método de Reconstrucción de Fourier requiere un al-
goritmo conceptualmente sencillo, se ha decidido implementarlo. En este algoritmo
de reconstrucción se hace lo siguiente: A partir de la transformada de Fourier de las
proyecciones (las cuales equivalen a la información suministrada por los rayos X) se
puede conocer la transformada de fourier de la función f(x, y), que describe la forma
del material, en una grilla polar en el espacio tranformado. Para recobrar la función
en el espacio coordenado es necesario hacer la transformación inversa, pero esto es
fácil solamente en cordenadas cartesianas y con puntos igualmente espaciados[52].
Estos inconvenientes se solucionan mediante pasos algebráicos y con filtros, obte-
niendo una expresión en la que aparece el factor |ξ| (recuerde que es la frecuencia de
respuesta de un filtro unidimensional) en el integrando. La integral tiene la forma
de una transformada inversa de Fourier y puede ser evaluada mediante FFT, para
obtener la imágen reconstrúıda y filtrada.
El algoritmo consta de los siguientes pasos:
1. Determinar parámetros de la reconstrucción, como son el número de puntos
de la transformada, el número de puntos de la imágen, y el paso ∆θ entre 0o
y 180o. En la mayoŕıa de los algoritmos de FFT se requiere que el número de
puntos se de la forma 2n, de manera que el número de puntos debe cumplir esta
condición. También se debe tener en cuenta que los valores de entrada deben
ser complejos. Se definen también los arreglos matriciales que se utilizarán: uno
que contenga los valores de g(l, θ) para el valor de θ que se esté trabajando,
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este arreglo se sobreescribe cada vez que se toma un nuevo valor de θ, otro que
contendrá los valores obtenidos de la imágen, y un arreglo vectorial complejo
cuya función es guardar los valores de la proyección para poder hacer la FFT
y permitir la reorganización de los mismos según convenga.
2. Inicializar la imágen:
f(xi, yi) = 0 (4.1)
Se coloca el valor de cero en todos los puntos de la imágen para empezar a
trabajar.
3. Obtener la proyección en θn, es decir obtener los datos que provienen del
simulador, (Shepp-Logan, por ejemplo):
p(lm, θn) = Datos (4.2)
Se inicia un ciclo que barre los diferentes valores que tome θ y que abarca
hasta el paso 7. De esta manera, cada vez que se realizan los pasos 3-7 se hace,
para un valor fijo de θ, para después volver a comenzar con el siguiente valor.
Se escriben los diferentes valores de la proyección para el primer valor de θ.
(Utilizando, por ejemplo, el simulador de Shepp-Logan).
4. Calcular FFT con respecto a ξ:
F (ξ cos θ, ξ sin θ) = FFTi(g(lm, θn)) (4.3)
En este paso es necesario colocar los datos en el arreglo de valores complejos
para que puedan ser leidos por la subrutina y si es necesario hay que colocarlos
en forma reorganizada de acuerdo a como la subrutina lo requiera.
5. Cálculo de la proyección filtrada:
ĝ = FFT−1(|ξ|F ) (4.4)
Los valores obtenidos en el paso anterior se multiplican por |ξ| y se hace la
transformada inversa con respecto a ξ.
6. Cálculo de la contribución de g a f(x, y):
f(r cosφ, r sinφ) =
∫
ĝdθ (4.5)
Hay que notar que los valores obtenidos están en coordenadas polares, de ma-
nera que se hizo una interpolación lineal para pasar a coordenadas cartesianas
igualmente espaciadas. En este paso no se realiza completamente la integral
sino que se va realizando gradualmente a medida que se repite el paso muchas
veces hasta llegar a 180o en θ. En conclusión, lo que se hace en este paso es
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un barrido por todos los puntos (xi, yj) de la imágen, hallar el correspondiente
valor de ξ en cada punto teniendo en cuenta las relaciones de cambio de coor-
denadas y el valor de θ de la proyección filtrada, finalmente sumar en cada
punto el correspondiente valor de la proyección filtrada.
7. Actualización parcial de la imágen. En el arreglo matricial correspondiente a
la imágen se escribe los valores de la imágen y se normaliza. Puesto que los
valores asociados a la imágen vaŕıan entre 0 y 1, se divide cada término entre
el mayor para normalizar.
8. Repetir los pasos 3-7 para un nuevo valor de θ hasta llegar a 180o.
4.2. Simulación
Para evaluar qué tan eficiente es el algoritmo de reconstrucción se hace uso de
Fantasmas Matemáticos, los cuales son imágenes cuya construcción está perfecta-
mente definida, y por lo tanto, conocida. Estas imágenes se construyen con figuras
sencillas como ćırculos, elipses o retángulos, ya que sus proyecciones son fáciles de
obtener.
Uno de los fantasmas más conocidos y más comunmente utilizado para evaluar
algoritmos de reconstrucción de imágenes, es el fantasma de Shepp-Logan que se
muestra en la figura 4.1, el cuál simula, utilizando diferentes tipos de elipses e in-
tensidades de gris, un corte de la cabeza humana.
Para poder obtener las proyecciones del fantasma matemático se utilizó el paquete
de Procesamiento de Imágenes de Matlab, donde se encuentra la función radon que
permite calcular la transformada de Radon de la intensidad de los colores de una
imágen, es decir, la proyección de la intensidad de los colores a lo largo del camino
recorrido por un rayo que está orientado a un ángulo espećıfico. La sintáxis de esta
función es:
[R, xp] = radon(I, θ) (4.6)
θ es un vector que contiene en sus componentes cada uno de los ángulos de orien-
tación y R es una matŕız que contiene las proyecciones de cada uno de los rayos en
cada una de las posiciones dterminadas por el ángulo de orientación. En esta fun-
ción, el número de rayos es una constante que depende de la distancia diagonal de
la imágen de manera que cada pixel sea proyectado para todos los posibles ángulos
de proyección. En otras palabras, depende del tamaño de la matŕız de la imágen
original (el fantasma de Shepp-Logan). La matŕız R contiene los datos de partida
para nuestro algoritmo y corresponden a los p(lm, θn), y es el senograma de la imágen
(Figura 4.2).
El número de rayos es una constante que depende del tamaño de la imágen, o
sea de la matŕız original. Para examinar la influencia del número de rayos en la
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Figura 4.1: Fantasma de Shepp-Logan obtenido mediante Matlab, con una resolu-
ción de 512× 512.
Figura 4.2: Senograma del Fantasma de Shepp-Logan de la figura 4.1, obtenido me-
diante Matlab para 180 proyeciones y 729 rayos.
imágen reconstrúıda se consideran cuatro tamaños de imágen inicial: 32 × 32 con
49 rayos, 128×128 con 185 rayos, 256×256 con 367 rayos, y 512×512 con 729 rayos.
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Otro parámetro importante que afecta la imágen reconstrúıda es el número de
proyecciones. Para examinar su influencia, para cada tamaño de imágen original se
obtendrá el correspondiente senograma con: 18, 36, 90 y 180 proyecciones (y el nú-
mero constante de rayos).
En la figura 4.3 se muestra la imágen original del fantasma de Shepp-Logan con
una resolución de 32 × 32 pixeles. Por supuesto la imágen ha sido redimensionada
para ser visible en este documento. Junto con la imágen original se muestran los
senogramas correspondientes a 18, 36, 90 y 180 proyecciones.
De igual manera que en el caso anterior, en la figura 4.4 se muestra la imágen
original del fantasma de Shepp-Logan, ahora con una resolución de 128×128 pixeles
y sus correspondientes senogramas.
En la figura 4.5 se muestra la imágen original y los respectivos senogramas para
la imágen del fantasma de Shepp-Logan con una resolución de 256 × 256 pixeles.
Claramente se puede ver cómo aumenta la precisión en los detalles de la imágen con
respecto a las resoluciones inferiores, aśı como también se puede apreciar más detalle
en los correspondientes senogramas toda vez que el número de rayos ha aumentado
en virtud de su proporcionalidad al tamaño de la imágen original.
Finalmente, en la figura 4.6 se muestra una imágen del fantasma de Shepp-Logan
con una resolución aún mejor, 512× 512 pixeles, y sus respectivos senogramas.
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(a) Imágen original.
(b) Senograma con 18 proyeccio-
nes.
(c) Senograma con 36 proyeccio-
nes.
(d) Senograma con 90 proyeccio-
nes.
(e) Senograma con 180 proyec-
ciones.
Figura 4.3: Fantasma de Shepp-Logan de 32× 32 y senogramas con 49 rayos y dife-
rente número de proyecciones.
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(a) Imágen original.
(b) Senograma con 18 proyeccio-
nes.
(c) Senograma con 36 proyeccio-
nes.
(d) Senograma con 90 proyeccio-
nes.
(e) Senograma con 180 proyec-
ciones.
Figura 4.4: Fantasma de Shepp-Logan de 128 × 128 y senogramas con 185 rayos y
diferente número de proyecciones.
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(a) Imágen original.
(b) Senograma con 18 proyeccio-
nes.
(c) Senograma con 36 proyeccio-
nes.
(d) Senograma con 90 proyeccio-
nes.
(e) Senograma con 180 proyec-
ciones.
Figura 4.5: Fantasma de Shepp-Logan de 256 × 256 y senogramas con 367 rayos y
diferente número de proyecciones.
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(a) Imágen original.
(b) Senograma con 18 proyeccio-
nes.
(c) Senograma con 36 proyeccio-
nes.
(d) Senograma con 90 proyeccio-
nes.
(e) Senograma con 180 proyec-
ciones.
Figura 4.6: Fantasma de Shepp-Logan de 512 × 512 y senogramas con 729 rayos y
diferente número de proyecciones.
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4.3. Resultados y Discusión
Partiendo de los senogramas obtenidos para cada resolución y número de proyec-
ciones se sigue los pasos descritos en la primera sección de este caṕıtulo con el fin
de obtener una imágen reconstrúıda del correspondiente fantasma de Shepp-Logan.
Estos resultados se muestran, clasificados por resolución de la imágen original, en
las figuras 4.7, 4.8, 4.9 y 4.10, respectivamente.
(a) Imágen original. (b) Imágen reconstrúıda con
18 proyecciones.
(c) Imágen reconstrúıda con
36 proyecciones.
(d) Imágen reconstrúıda con
90 proyecciones.
(e) Imágen reconstrúıda con
180 proyecciones.
Figura 4.7: Imágenes reconstrúıdas del fantasma de Shepp-Logan de 32×32 pixeles,
con 49 rayos y diferente número de proyecciones.
En términos generales, a medida que aumenta el número de proyecciones, mante-
niendo el número de rayos fijo, la imágen reconstrúıda mejora. Este comportamien-
to es, de alguna manera, el esperado, ya que las proyecciones son las encargadas
de recoger la información necesaria para realizar la reconstrucción, de manera que
a medida que se mejora la información, las caracteŕısticas numéricas del problema
también mejoran y se puede obtener una buena solución numérica. En pocas pala-
bras, entre mayor sea el número de proyecciones mayor será la calidad de la imágen
61
4 Implementación de Algoritmo: Resultados y Discusión
(a) Imágen original. (b) Imágen reconstrúıda con
18 proyecciones.
(c) Imágen reconstrúıda con
36 proyecciones.
(d) Imágen reconstrúıda con
90 proyecciones.
(e) Imágen reconstrúıda con
180 proyecciones.
Figura 4.8: Imágenes reconstrúıdas del fantasma de Shepp-Logan de 128 × 128 pi-
xeles, con 185 rayos y diferente número de proyecciones.
reconstrúıda.
Con respecto a la resolución de la imágen original, es evidente que al aumentar el
número de pixeles aumentará la calidad de tal imágen. Esto influye directamente en
la “resolución” del senograma y por supuesto en la información recopilada para rea-
lizar la reconstrucción. Prácticamente, de las imágenes obtenidas, se puede afirmar
que la resolución mı́nima necesaria para obtener una buena información de entrada
seŕıa de 256× 256 pixeles.
Otro parámetro que influye bastante en la calidad de la imágen reconstrúıda es el
número de rayos. Como ya se mencionó, el número de rayos es una constante que
depende del tamaño de la imágen original, y por supuesto, contribuye a la obtención
de una buena o mala información de entrada. De las imágenes obtenidas, se puede
apreciar que a medida que el número de rayos aumenta mejora la información de
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(a) Imágen original. (b) Imágen reconstrúıda con
18 proyecciones.
(c) Imágen reconstrúıda con
36 proyecciones.
(d) Imágen reconstrúıda con
90 proyecciones.
(e) Imágen reconstrúıda con
180 proyecciones.
Figura 4.9: Imágenes reconstrúıdas del fantasma de Shepp-Logan de 256 × 256 pi-
xeles, con 367 rayos y diferente número de proyecciones.
entrada y de ah́ı que la calidad de la imágen reconstrúıda también mejore, aunque
no en la misma proporción que cuando se aumenta el número de proyecciones.
Claramente, la calidad de la imágen reconstrúıda depende de la calidad de la in-
formación de entrada que sea recopilada, por lo tanto lo ideal, para obtener una
buena solución numérica, seŕıa tener valores grandes de número de proyecciones y
número de rayos. Puesto que la mı́nima resolución de imágen original sugerida es de
256× 256 pixeles, se buscaŕıa, hasta donde sea posible, que el número de rayos sea
del orden de los 367.
Para realizar un análisis más cuidadoso que el simple exámen visual de las imá-
genes, se compara los valores de densidad reales (de la imágen original) con los
reconstrúıdos sobre alguna ĺınea particular. Teniendo en cuenta que el centro de la
imágen corresponde al punto de coordenadas x = 0 y y = 0, se tomarán para eva-
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(a) Imágen original. (b) Imágen reconstrúıda con
18 proyecciones.
(c) Imágen reconstrúıda con
36 proyecciones.
(d) Imágen reconstrúıda con
90 proyecciones.
(e) Imágen reconstrúıda con
180 proyecciones.
Figura 4.10: Imágenes reconstrúıdas del fantasma de Shepp-Logan de 512× 512 pi-
xeles, con 729 rayos y diferente número de proyecciones.
luación los valores de densidad obtenidos sobre una ĺınea horizontal que pasa por el
centro de la imágen, es decir para la ĺınea y = 0. Para una matŕız imágen original





ciones se muestran en las figuras 4.11, 4.12, 4.13 y 4.14 para diferentes número de
proyecciones y número de rayos.
Nuevamente, se puede observar la influencia del número de proyecciones en la
imágen reconstrúıda, concluyendo que al aumentar el número de proyecciones los
valores de densidad reconstrúıdos oscilan cada vez menos alrededor del valor real, es
decir, la reconstrucción se aproxima cada vez más a la imágen original.
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Figura 4.11: Comparación numérica de valores de densidad reales y reconstrúıdos a












































Figura 4.12: Comparación numérica de valores de densidad reales y reconstrúıdos a
lo largo de la ĺınea y = 0 con 185 rayos y diferente número de proyec-
ciones.
El aumento del número de rayos influye en menor proporción al aumento de la ca-
lidad de la imágen reconstrúıda comparado con el número de proyecciones. Se puede
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Figura 4.13: Comparación numérica de valores de densidad reales y reconstrúıdos a















































Figura 4.14: Comparación numérica de valores de densidad reales y reconstrúıdos a
lo largo de la ĺınea y = 0 con 729 rayos y diferente número de proyec-
ciones.
hacer una comparación entre los promedios de los valores absolutos de las diferen-
cias entre los valores reales y reconstrúıdos para la ĺınea y = 0. Esta comparación se
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(b) Influencia del número de proyecciones.
Figura 4.15: Promedio de los valores absolutos de las diferencias entre valores reales
y reconstrúıdos para la ĺınea y = 0.
El número de rayos está directamente relacionado con el tamaño de la imágen
original y a partir de las gráficas de las figuras 4.13 y 4.14 se puede apreciar que no
hay aumento significativo en la calidad de la reconstrucción cuando la resolución au-
menta de 256×256 pixeles a 512×512 pixeles. Este es un resultado muy importante,
pues no tendŕıa sentido reconstruir una imágen con un número de rayos superior a
367, o de manera equivalente, con una resolución superior a 256×256 pixeles, ya que
no se tendŕıa mejora en la reconstrucción pero si aumentaŕıa, y mucho, el tiempo
necesario para calcular la solución numérica.
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CAṔITULO 5
Hidratación de la Pasta de Cemento Portland con TC:
Resultados y Discusión
5.1. Diseño de Mezclas de Pasta de Cemento
Portland
El interés de la presente investigación fue explorar la Tomograf́ıa Computarizada
como una técnica para estudiar el proceso de hidratación de la pasta de cemento
portland. Como se mencionó en el caṕıtulo 2, uno de los parámetros más influyentes
en dicho proceso es la relación agua/cemento (a/c). Esta relación afecta directamen-
te los tiempos de fraguado inicial y final de la pasta de cemento y será el parámetro
usado para modificar la dosificación de las mezclas.
Se escogen cuatro mezclas de pasta de cemento Portland Tipo I proveniente de la
empresa Argos en Colombia (la composición, tomada del trabajo de Jaramillo[53],
se describe en la tabla 5.1), cada una con una relación a/c diferente, y que se han
nombrado de la siguiente manera: PC030 con a/c= 0,30, PC035 con a/c= 0,35,
PC040 con a/c= 0,40 y PC045 con a/c= 0,45. Cada una de las mezclas se preparó
de acuerdo a la norma NTC-112. [54]
Las pruebas de Tomograf́ıa se repitieron tres veces, durante tres d́ıas consecutivos,
y para ello se elaboró siempre la misma cantidad de cada una de las mezclas. Para
identificarlas, simplemente se agregó un número correspondiente al d́ıa o a la serie
correspondiente; por ejemplo, la mezcla con a/c= 0,40 elaborada el segundo d́ıa es
la PC040-2.
Después de la mezcla, las muestras se depositan en recipientes plásticos trans-
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Compuesto: SiO2 Al2O3 Fe2O3 CaO MgO SO3 P.F. R.I.
Cantidad (%): 19,05 5,79 2,94 62,74 1,03 2,18 4,18 0,49
Tabla 5.1: Composición del cemento portland tipo I de Argos. (P.F.: pérdida al fue-
go; R.I.: reśıduo insoluble).[53]
parentes de dimensiones (18 cm ×10 cm ×7 cm) para su posterior estudio en el
tomógrafo. Otra parte de la mezcla se vierte en moldes para realizar un ensayo con
el aparato de Vicat (solamente para las mezclas del d́ıa 2) de acuerdo con la nor-
ma NTC-118[55] o ASTM C-191, y determinar, mediante un método estándar, los
tiempos de fraguado de cada mezcla. El d́ıa 3, una parte de la mezcla se vierte en
recipientes de poliestireno expandido (para aislar la muestra de posibles fuentes ex-
ternas de calor) para hacer un seguimiento a la temperatura de la muestra a medida
que transcurre el proceso de hidratación.
5.2. Tomograf́ıa Computarizada sobre Muestras de
Pasta de Cemento Portland
Para examinar las muestras con tomograf́ıa computarizada se hizo un corte trans-
versal aproximadamente en el centro de cada una y con espesor de 3 mm utilizando
un equipo GE modelo High speed dual con los parámetros mostrados en la tabla 5.2.
Se requiere comprobar si la TC es sensible a la evolución del proceso de hidratación
de la pasta de cemento portland, para esto se realizó una tomograf́ıa a diferentes
tiempos durante las primeras horas luego de preparada la mezcla. Este procedimien-
to se repite con cada muestra en cada uno de los tres d́ıas. Por ejemplo, para la
muestra PC030-1 se obtuvo la imágen de la figura 5.1 a 2,0 horas.
Parámetro Configuración
Espesor del corte 3,0 mm/ 2 inch
Tipo de corte Simple
Tiempo de exposición 2 s
Voltaje de tubo de rayos X 120 kV
Corriente de tubo de rayos X 200 mA
Tabla 5.2: Configuración de parámetros estándar del tomógrafo GE High speed dual.
Para realizar un análisis cuantitativo posterior se escoge una región de 10 cm2
y se mide sobre ella el coeficiente de absorción de rayos X en unidades Hounsfield
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Figura 5.1: Tomograf́ıa de la muestra PC030-1, 2,0 horas luego de la mezcla.
(números de TC), como se muestra en la figura 5.2. Se desplaza esta ventana sobre
toda la muestra, registrando la variación del coeficiente de absorción y obteniendo
un promedio de la muestra.
Figura 5.2: Región de interés (ROI) sobre tomograf́ıa de la muestra PC030-1, 2,0
horas luego de la mezcla.
Para realizar un posterior análisis cualitativo, de cada tomograf́ıa (aproximada-
mente de la misma región) se extrae un área de 30 cm2 y se obtiene una serie de
imágenes, durante las primeras horas luego de la mezcla, que se muestran en las
figuras 5.3, 5.3, 5.3 y 5.3 para las muestras PC030-1, PC035-1, PC040-1 y PC045-1,
respectivamente.
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(a) 2.0 horas. (b) 3.4 horas. (c) 4.6 horas. (d) 7.0 horas.
(e) 7.5 horas. (f) 8.9 horas. (g) 9.9 horas. (h) 10.4 horas.
Figura 5.3: Tomograf́ıas de áreas seleccionadas para la muestra PC030-1 a diferentes
horas luego de la mezcla.
(a) 2.0 horas. (b) 3.4 horas. (c) 4.6 horas. (d) 7.0 horas.
(e) 7.5 horas. (f) 8.9 horas. (g) 9.9 horas. (h) 10.4 horas.
Figura 5.4: Tomograf́ıas de áreas seleccionadas para la muestra PC035-1 a diferentes
horas luego de la mezcla.
(a) 2.0 horas. (b) 3.4 horas. (c) 4.6 horas. (d) 7.0 horas.
(e) 7.5 horas. (f) 8.9 horas. (g) 9.9 horas. (h) 10.4 horas.
Figura 5.5: Tomograf́ıas de áreas seleccionadas para la muestra PC040-1 a diferentes
horas luego de la mezcla.
Un conjunto similar de imágenes se obtiene para todas las muetras en el segundo y
tercer d́ıas de ensayo. De cada una de las imágenes, para cada muestra se obtiene un
histograma del brillo en escala de grises, donde un valor de brillo cero corresponde
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(a) 2.0 horas. (b) 3.4 horas. (c) 4.6 horas. (d) 7.0 horas.
(e) 7.5 horas. (f) 8.9 horas. (g) 9.9 horas. (h) 10.4 horas.
Figura 5.6: Tomograf́ıas de áreas seleccionadas para la muestra PC045-1 a diferentes
horas luego de la mezcla.
al color negro y un valor de brillo 255 corresponde al color blanco. Por ejemplo, para
la muestra PC030-1 a 2,0 horas luego de la mezcla, el histograma de la tomograf́ıa
correspondiente es el de la figura 5.7.
Figura 5.7: Histograma de la tomograf́ıa de la muestra PC030-1, 2,0 horas luego de
realizada la mezcla.
5.3. Análisis Cualitativo
Se supone que el brillo en las imágenes está relacionado con la densidad de la
muestra que a su vez depende de la cantidad de sólido, ĺıquido y aire que haya en la
misma. Estas proporciones cambian a medida que avanza el proceso de hidratación
y por esta razón es de esperar que el brillo de cada imágen será diferente con el
transcurso del tiempo.
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Para la muestra PC030, teniendo en cuenta las repeticiones, se elaboró la gráfica
de la figura 5.8(a) con el valor promedio de brillo registrado en el histograma de cada
imágen. El mismo procedimiento se realizó para las otras muestras y los resultados
se muestran en la figura 5.8(b) para la muestra PC035, en la figura 5.9(a) para la














Tiempo luego de la mezcla (horas)
(a) Valor promedio de brillo registrado por los














Tiempo luego de la mezcla (horas)
(b) Valor promedio de brillo registrado por los
histogramas de la muestra PC035.















Tiempo luego de la mezcla (horas)
(a) Valor promedio de brillo registrado por los














Tiempo luego de la mezcla (horas)
(b) Valor promedio de brillo registrado por los
histogramas de la muestra PC045.
Figura 5.9: Valor promedio de brillo registrado por los histogramas de las muestras
PC040 y PC045.
También es posible comparar el comportamiento de cada muestra en cada repe-
tición, para esto se elabora una gráfica, para cada d́ıa, con los valores promedio
de brillo para cada muestra. Para el primer d́ıa, la gráfica se muestra en la figura
5.10(a), para el segundo d́ıa en la figura 5.10(b) y para el tercer d́ıa en la figura
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Tiempo luego de la mezcla (horas)
(a) Comparación del brillo promedio de cada















Tiempo luego de la mezcla (horas)
(b) Comparación del brillo promedio de cada















Tiempo luego de la mezcla (horas)
(c) Comparación del brillo promedio de cada
imágen para las muestras del d́ıa 3.
Figura 5.10: Comparación del brillo promedio de cada imágen para las diferentes
muestras en cada d́ıa.
Las gráficas de las figuras 5.8(a)-5.10(c), sugieren que la TC es, evidentemente,
un tećnica sensible a la densidad de las muestras de pasta de cemento Portland; esto
debido a que se obtuvo valores diferentes del brillo promedio para cada muestra,
pero valores muy similares para la misma muestra en d́ıas diferentes. Desafortu-
nadamente, el brillo permanece aproximadamente constante, para cada muestra, a
medida que evoluciona el proceso de hidratación de la pasta de cemento, indicando
en una primera apreciación que la TC no parece sensible a la evolución del proceso
de hidratación de la pasta de cemento Portland tipo I.
5.4. Análisis Cuantitativo
Para verificar la hipótesis de que al parecer la TC no es sensible a la evolución
del proceso de hidratación, se elaboró la gráfica de la figura 5.11(a), para la mues-
tra PC030, con el del coeficiente de absorción de rayos X promediado sobre toda
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la muestra y expresado en unidades Hounsfield (HU), que se obtuvieron directa-
mente con el software del tomógrafo seleccionando un área móvil de interés de 10
cm2 como se indicó en la figura 5.2. El mismo procedimiento se realizó para las otras
muestras y los resultados se muestran en la figura 5.11(b) para la muestra PC035, en



































Tiempo luego de la mezcla (horas)
(a) Valor promedio del coeficiente de absor-



































Tiempo luego de la mezcla (horas)
(b) Valor promedio del coeficiente de absor-
ción de rayos X para la muestra PC035.
Figura 5.11: Valor promedio del coeficiente de absorción de rayos X obtenido por el



































Tiempo luego de la mezcla (horas)
(a) Valor promedio del coeficiente de absor-



































Tiempo luego de la mezcla (horas)
(b) Valor promedio del coeficiente de absor-
ción de rayos X para la muestra PC045.
Figura 5.12: Valor promedio del coeficiente de absorción de rayos X obtenido por el
software del tomógrafo, para las muestras PC040 y PC045.
Como muestran estas figuras, el coeficiente de absorción de rayos X permanece
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aproximadamente constante, para cada muestra, a medida que evoluciona el proceso
de hidratación de la pasta de cemento. Este resultado se mantiene para las repeticio-
nes efectuadas los d́ıas 2 y 3, confirmando lo que se afirmó con el análisis cualitativo
sobre la sensibilidad de la TC para seguir el proceso de hidratación de la pasta de
cemento Portland tipo I.
De manera muy similar a como se hizo con el brillo de las imágenes, también es
posible comparar el comportamiento de cada muestra en cada repetición pero ahora,
con los valores de los coeficientes de absorción de rayos X. Para el primer d́ıa, la
gráfica se muestra en la figura 5.13(a), para el segundo d́ıa en la figura 5.13(b) y




































Tiempo luego de la mezcla (horas)
(a) Comparación del coeficiente de absorción
de rayos X promedio de cada imágen para las




































Tiempo luego de la mezcla (horas)
(b) Comparación del coeficiente de absorción
de rayos X promedio de cada imágen para las




































Tiempo luego de la mezcla (horas)
(c) Comparación del coeficiente de absorción
de rayos X promedio de cada imágen para las
muestras del d́ıa 3.
Figura 5.13: Comparación del coeficiente de absorción de rayos X promedio de cada
imágen para las diferentes muestras en cada d́ıa.
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Los valores de los coeficientes de absorción de rayos X en unidades Hounsfield
están entre 1600 y 2000, que son valores esperados si se tiene en cuenta que para los
huesos el rango estaŕıa entre 1000 y 1800 HU se acuerdo con [56].
Cabe destacar la similitud en cuanto a la forma de las gráficas de brillo vs tiempo
y atenuación de rayos X vs tiempo, indicando que son dos caminos posibles para
detectar diferencias en la composición de las mezclas pasta de cemento portland.
Una posible razón para que no aparezcan cambios en el coeficiente de absorción
de rayos X o en el valor promedio de brillo en los histogramas, podŕıa ser que du-
rante el tiempo examinado (cerca de las doce primeras horas luego de la mezcla)
las mezclas hayan permanecido en el denominado periodo inactivo, como se mostró
en la figura 2.1 y que no haya tenido lugar el fraguado inicial. Para verificar esta
afirmación se realizaron dos ensayos para determinar los tiempos de fraguado de la
pasta de cemento: un ensayo convencional basado en el aparato de Vicat, según la
norma NTC-118[55] o ASTM C-191; y un ensayo no destructivo que monitorea el
cambio de temperatura de las muestras durante su proceso de hidratación, toda vez
que en este proceso se libera calor.
Los resultados del ensayo con el aparato de Vicat se muestran en la figura 5.14(a),
mientras que los resultados del seguimiento a la temperatura de las mezclas se mues-
tra en la figura 5.14(b). Los tiempos de fraguado inicial y final obtenidos con estos
métodos se describen en la tabla 5.4. Hay que tener en cuenta que el tiempo de
fraguado final de acuerdo con la curva de evolución de temperatura corresponde a
un tiempo de aproximadamente tres horas antes de presentarse el pico máximo de
temperatura y que el tiempo de fraguado inicial sucede cuando las curvas comienzan
su ascenso luego del periodo inactivo [6].
Muestra Fraguado inicial Fraguado final





Tabla 5.3: Tiempos de fraguado determinados por el aparato de Vicat para las di-
ferentes mezclas de pasta de cemento.
Indudablemente estos resultados indican que hay cambios internos en cada una
de las muestras. Teniendo en cuenta las curvas de evolución de la temperatura de
las muestras, que son una imágen de la reacción de hidratación, se puede ver que
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Tiempo luego de la mezcla (horas)
(a) Resultados de ensayo con aparato de Vicat























Tiempo luego de la mezcla (horas)
(b) Resultados de evolución de la temperatura
durante el proceso de hidratación.
Figura 5.14: Resultados de ensayos convencionales para determinar los tiempos de
fraguado de las diferentes muestras de pasta de cemento.
Muestra Fraguado inicial Fraguado final





Tabla 5.4: Tiempos de fraguado determinados por evolución de la temperatura para
las diferentes mezclas de pasta de cemento.
hay grandes cambios internos entre las 3,5 y 15 horas luego de realizada la mezcla.
Durante este periodo de tiempo es cuando se esperaba ver cambios en los coeficientes
de atenuación de rayos X y el valor promedio de brillo en los histogramas de las
imágenes obtenidas con TC. Esto no fue posible, sin embargo, las gráficas de las
figuras 5.11(a)-5.13(c), sugieren nuevamente que la TC es sensible a la densidad
de las muestras de pasta de cemento ya que se obtuvieron valores diferentes del
coeficiente de atenuación de rayos X para cada muestra, pero valores muy similares
para la misma muestra en d́ıas diferentes; aunque la TC no parece sensible a la
evolución del proceso de hidratación de la pasta de cemento Portland tipo I.
5.5. Modelo para la Hidratación del Cemento
Portland
Un posible modelo para correlacionar los resultados obtenidos a partir de las to-
mograf́ıas realizadas sobre diferentes muestras de cemento Portland tipo I y algún
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estado particular de su proceso de hidratación se podŕıa obtener a partir del coefi-
ciente de atenuación lineal de cada mezcla.
De acuerdo con la ecuación 1.2 los resultados de las tomograf́ıas se expresan en




× 1000 (HU) (5.1)
A partir de esta ecuación se puede encontrar el coeficiente de atenuación lineal de








El coeficiente de atenuación del agua se puede calcular a partir del coeficiente de
atenuación másico (µ/ρ), el cuál depende de la enerǵıa de la radiación incidente.
De acuerdo con Attix, [57], y Hubbell, [58], para una enerǵıa incidente de 100 keV,
µagua
ρagua
= 0,171 cm2/g, mientras que para 150 keV µagua
ρagua
= 0,151 cm2/g. Los rayos X
del tomógrafo empleado en la práctica tienen una enerǵıa de 120 keV, por lo que se
puede hacer una interpolación lineal y obtener el coeficiente de atenuación másico
del agua para esta enerǵıa:
µagua
ρagua
= 0,163 cm2/g. (5.3)
En general, el coeficiente de atenuación másico debe tener en cuenta todas las
posibles interacciones de los rayos X con la materia. De acuerdo con lo mencionado
en el caṕıtulo 3, estas interacciones corresponden a: efecto fotoeléctrico, dispersión













donde γ es el coeficiente de atenuación lineal debido al efecto fotoeléctrico, µc es
el coefciente de atenuación lineal debido a la dispersión Compton, y π corresponde
al coeficiente de atenuación lineal debido a la producción de pares. Para la enerǵıa
de los rayos X empleados en la práctica (120 keV), la interacción dominante es la
dispersión Compton y las contribuciones de las otras interacciones son despreciables.









Con estos valores calculados se elaboró la gráfica de la figura 5.15(a), para la
muestra PC030, a partir de los valores obtenidos directamente por el software del
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tomógrafo y promediados sobre una área de 10 cm2 de la muestra. El mismo proce-
dimiento se realizó para las otras muestras y los resultados se muestran en la figura
5.15(b) para la muestra PC035, en la figura 5.16(a) para la muestra PC040 y en la








































Tiempo luego de la mezcla (horas)
(a) Valor promedio del coeficiente de atenua-








































Tiempo luego de la mezcla (horas)
(b) Valor promedio del coeficiente de atenua-
ción lineal de rayos X para la muestra PC035.
Figura 5.15: Valor promedio del coeficiente de atenuación lineal de rayos X calculado








































Tiempo luego de la mezcla (horas)
(a) Valor promedio del coeficiente de atenua-








































Tiempo luego de la mezcla (horas)
(b) Valor promedio del coeficiente de atenua-
ción lineal de rayos X para la muestra PC045.
Figura 5.16: Valor promedio del coeficiente de atenuación lineal de rayos X calculado
con la ecuación 5.5, para las muestras PC040 y PC045.
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No se aprecia una varicación significativa del coeficiente de atenuación lineal de
rayos X a medida que evoluciona el proceso de hidratación de la pasta de cemento.
Este resultado se mantiene para las repeticiones efectuadas los d́ıas 2 y 3, confir-
mando nuevamente que la TC, con el método que se utilizó, no parece sensible a la
evolución del proceso de hidratación de la pasta de cemento Portland tipo I.
También se puede comparar el comportamiento de cada muestra en cada repeti-
ción con los valores calculados de los coeficientes de atenuación lineal de rayos X.
Para el primer d́ıa, la gráfica se muestra en la figura 5.17(a), para el segundo d́ıa en
la figura 5.17(b) y para el tercer d́ıa en la figura 5.17(c).
Es posible calcular aproximadamente el coeficiente de atenuación lineal de las



















es su coeficiente de
atenuación másico.
En la tabla 5.1 se encuentra la composición del cemento portland tipo I empleado
en las mezclas, y en la tabla 5.5 se muestran algunas propiedades, incluyendo los
coeficientes de atenuación másicos, de los elementos individuales presentes en el
cemento portland según Hubbell [58]. Solamente se tiene en cuenta la contribución
debida al efecto Compton, y el valor de la última columna (para 120 keV) se calcula
por interpolación lineal.
Elem. Densidad Masa atómica µ/ρ (cm2/g) µ/ρ (cm2/g) µ/ρ (cm2/g)
(g/cm3) (g/mol) (100 keV) (150 keV) (calc. 120 keV)
Mg 1.740 24.31 0.169 0.139 0.157
Al 2.699 26.98 0.170 0.138 0.157
Si 2.330 28.09 0.184 0.145 0.168
S 2.000 32.00 0.202 0.151 0.182
Ca 1.550 40.08 0.257 0.167 0.221
Fe 7.874 55.85 0.372 0.196 0.302
O 1.332 16.00 0.174 0.144 0.162
Tabla 5.5: Algunas propiedades de elementos individuales presentes en el cemento
portland.[58]
Con la composición del cemento portland tipo I de la tabla 5.1 y con los valores
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Tiempo luego de la mezcla (horas)
(a) Comparación del coeficiente de atenuación
lineal de rayos X promedio de cada imágen









































Tiempo luego de la mezcla (horas)
(b) Comparación del coeficiente de atenuación
lineal de rayos X promedio de cada imágen









































Tiempo luego de la mezcla (horas)
(c) Comparación del coeficiente de atenuación
lineal de rayos X promedio de cada imágen
para las muestras del d́ıa 3.
Figura 5.17: Comparación del coeficiente de atenuación de rayos X promedio de cada
imágen para las diferentes muestras en cada d́ıa.
de la masa atómica de cada elemento se puede calcular su porcentaje en peso (o
fracción en peso) en el cemento. Estos valores se muestran en la tabla 5.5.
Reemplazando los porcentajes en peso de cada elemento y sus coeficientes de
atenuación másicos en la ecuación 5.6 se puede obtener el coeficiente de atenuación
másico del cemento portland empleado en las mezclas.
µcem
ρcem
= 0,1113 cm2/g (5.7)
El coeficiente de atenuación másico para las diferentes mezclas de cemento portland
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Elemento: Si O Al Fe Ca Mg S
Cantidad (% en peso): 8.9 33.34 3.1 2.1 44.9 0.6 0.9
Tabla 5.6: Porcentaje en peso de cada elemento en el cemento portland tipo I de
Argos.










donde wi corresponden a las fracciones en peso del agua y el cemento de cada
mezcla (que se obtienen de la relación a/c) y ∆ es un término adicional que incluye
la influencia de otros elementos o compuestos presentes en la pasta de cemento, tal
como el aire, y además podŕıa tener en cuenta el efecto de la hidratación de todos
los componentes. Los valores del coeficiente de atenuación másico de las mezclas
elaboradas se muestran en la tabla 5.5.
Mezcla: PC030 PC035 PC040 PC045
µmat
ρmat
(cm2/g): 0,123 + ∆ 0,125 + ∆ 0,126 + ∆ 0,127 + ∆
Tabla 5.7: Coeficiente de atenuación másico de las mezclas de cemento utilizadas.
La densidad promedio del cemento portland se puede considerar aproximadamente
como ρcem ≈ 3,15 g/cm3 [59], de manera que los coeficientes de atenuación lineal de
las mezclas de cemento portland elaboradas son:
µ030 =(0,387 + δ) cm
−1 (5.9)
µ035 =(0,394 + δ) cm
−1 (5.10)
µ040 =(0,397 + δ) cm
−1 (5.11)
µ045 =(0,400 + δ) cm
−1 (5.12)
El término adicional δ es el equivalente a ∆ de la ecuación 5.8.
Los valores experimentales de los coeficientes de atenuación lineal de las mezclas
de cemento elaboradas, de acuerdo con las figuras 5.15(a), 5.15(b), 5.16(a) y 5.16(b),
se encuentran en el rango de 0,43 cm−1 a 0,50 cm−1. Las diferencias obtenidas con
respecto a los valores teóricos se podŕıan compensar en parte por el término δ.
Aśı mismo, de haberse encontrado sensible la tomograf́ıa computarizada, con el
método empleado, al proceso de hidratación de la pasta de cemento portland tipo I,
δ habŕıa tenido un peso o un valor variable asociado a etapas particulares durante




Se logró comprender el papel que desempeña la Transformada de Radón en el
problema de reconstrucción de imágenes de tomograf́ıa computarizada, que no
es otra cosa que el conjunto de las proyecciones de los rayos a diferentes ángulos.
Mediante un algoritmo sencillo, de retroproyección filtrada, que se explicó y se
implementó claramente fué posible resolver el problema matemático inverso, o
sea, partiendo de las proyecciones identificar la imágen original.
Utilizando el simulador del fantasma de Shepp-Logan, mediante Matlab, se
puso a prueba el algoritmo de reconstrucción implementado y se encontró que
a medida que aumenta el número de proyecciones, manteniendo el número de
rayos fijo, la imágen reconstrúıda mejora.
A medida que aumenta el número de rayos mejora la información de entrada
para el algoritmo de reconstrucción y por lo tanto la imágen reconstrúıda
también mejora, aunque no en la misma proporción que cuando se aumenta el
número de proyecciones.
El número de rayos, en el simulador obtenido mediante Matlab, depende de
la resolución de la imágen original, sin embargo se observó que no hay un
aumento significativo en la calidad de la reconstrucción cuando se aumenta
la resolución de 256 × 256 pixeles a 512 × 512 pixeles. Esto sugiere que es
suficiente reconstruir una imágen de 256×256 pixeles para obtener una buena
calidad sin sacrificar tiempo de computo.
En la parte experimental, se elaboraron cuatro mezclas de pasta de cemento
con diferente relación a/c (agua/cemento) para explorar la Tomograf́ıa Compu-
tarizada como una técnica no destructiva para estudiar el proceso de hidrata-
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ción del cemento. Se partió de la hipótesis de que con la tomograf́ıa compu-
tarizada se podŕıa registrar la evolución de la distribución espacial de poros
en la pasta de cemento y aśı hacer un seguimiento al proceso de hidratación.
Desafortunadamente los métodos que se propusieron y se utilizaron con esta
técnica no resultaron sensibles a los cambios internos de las muestras durante
el proceso de hidratación.
Se realizó un análisis cualitativo de las imágenes obtenidas por tomograf́ıa
computarizada, obteniendo de cada imágen un histograma de brillo en escala
de grises; y se realizó un análisis cuantitativo extrayendo de cada imágen un
valor promedio del coeficiente de atenuación de rayos X en unidades Hounsfield.
Se destaca la similitud de las gráficas de brillo vs tiempo y de coeficiente de
atenuación de rayos X vs tiempo, que permiten afirmar que la TC es una téc-
nica sensible a la densidad o composición de las muestras de pasta de cemento
pero, el método empleado, no le permite mostrarse sensible a la evolución del
proceso de hidratación de la pasta de cemento Portand tipo I.
Para verificar si la insensibilidad de la TC al proceso de hidratación de la
pasta de cemento portland se debe a algún problema con las muestras que se
elaboraron se determinó los tiempos de fraguado inicial y final de las diferentes
mezclas utilizando dos técnicas convencionales: mediante el aparato de Vicat,
y mediante un seguimiento a la temperatura de las muestras. Las dos técnicas
indicaron que efectivamente ocurren cambios internos durante el proceso de
hidratación de las muestras elaboradas que el método utilizado con TC no
logró percibir.
A partir de la regla de las mezclas se calculó el coeficiente de atenuación másico
y el coeficiente de atenuación lineal teóricos de las mezclas de cemento portland
elaboradas. En los cálculos se incluye un término extra (∆ para el coeficiente
másico y δ para el coeficiente lineal) que tiene en cuenta la contribución de
otros compuestos o elementos presentes en las mezclas de cemento en una
pequeña fracción, o incluso la contribución del aire contenido.
Los valores experimentales del coeficiente de atenuación lineal de las mezclas de
cemento difieren entre un 10 % y un 20 % con los valores teóricos. Sin embargo,
una parte de esta diferencia se puede compensar con los términos adicionales
propuestos.
Se sugiere un modelo para seguir el proceso de hidratación de la pasta de
cemento portland en el que los términos ∆ y δ de los coeficientes de atenuación
másico y lineal, respectivamente, podŕıan tener valores variables que dependan
de la etapa particular del proceso de hidratación.
Al no registrar cambios significativos en los coeficientes de atenuación lineal a
medida que avanza el proceso de hidratación, no es posible indicar cuál seŕıa el
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peso o el valor que tomaŕıan los términos ∆ o δ, de manera que con el método
empleado no se puede describir la evolución de la distribución espacial de poros




Se cree posible que la CT sea sensible al proceso de hidratación del cemento
Portland tipo I, tal vez si se consideran más cortes sobre una misma muestra
de manera que se obtenga una reconstrucción de la muestra entera en cortes
de 1 o 2 mm.
Si existe la posibilidad de tener el control de un tomógrafo se podŕıa disminuir
el intervalo de tiempo entre cada tomograf́ıa y se podŕıa monitorear con certeza
siempre las mismas regiones o los mismos cortes, sin tener la necesidad de
retirar las muestras mientras no se tenga en funcionamiento el tomógrafo.
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gewisser mannigfaltigkeiten. Saechsische Akademie dr Wissenschaftten, Leipzig,
Berichte über die Verhandlungen., 69:262–277, 1917.
[41] P.R. Smith. Studies of the structure of the t4 bacteriophage tail sheath. Journal
of Molecular Biology., 106:243–275, 1976.
[42] W.E. Moore and G.P. Garmire. The x-ray structure of the vela supernova
remnant. The Astrophysics Journal., 199:680–690, 1975.
[43] Edited by Chemical Rubber Company. Handbook of Chemestry and Physics,
45th ed. pag. F-47., 1964-1965.
[44] B.F. Logan. The uncertainty principle in reconstructing functions from projec-
tions. Duke Mathematical Journal., 42:661–706, 1975.
[45] R.H. Huesman. The effects of a finite number of projection angles and fini-
te lateral sampling of projections on the propagation of statistical errors in
transverse section reconstruction. Physics Med. Biol., 22:511–521, 1977.
[46] J.C. Gore and P.S. Tofts. Statistical limitations in computed tomography. Phy-
sics in Medicine and Biology., 23:1176–1182, 1978.
[47] P.M. Joseph. Artifacts in Computed Tomography. Radiology of the Skull and
Brain, Vol 5: Technical Aspects of Computed Tomography. C.V. Mosby Com-
pany., 1981.
[48] P. Haque and J.H. Stanley. Basic Principles of Computed Tomography Detec-
tors. Radiology of the Skull and Brain, Vol 5: Technical Aspects of Computed
Tomography. C.V. Mosby Company., 1981.
[49] K.M. Hanson. Detectability in computed tomography images. Medical Physics.,
6:441–451, 1979.
[50] A.M. Cormack. Representation of a function by its line integral, with some
radiological applications, ii. Journal of Applied Physics., 35:2908–2913, 1965.
91
Bibliograf́ıa
[51] G.T. Herman. Image Reconstruction from Projections: The Fundamentals of
Computerized Tomography. Academic Press, New York., 1980.
[52] N. Cortés. Simulación de la Reconstrucción de una Figura Plana en Tomogra-
f́ıa Computarizada (CT). Tésis de Grado, Universidad Nacional de Colombia,
Departamento de F́ısica., 2002.
[53] L. Jaramillo. Evaluación del jugo de fique como aditivo oclusor de aire y su
influencia en la durabilidad y resistencia del concreto. Technical report, Uni-
versidad Nacional de Colombia, Facultad de Minas, Escuela de Ingenieŕıa de
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